Le plan complexe est rapporté & un repére orthonormal direct (O;u, V).

Soit S la transformation du plan qui, a tout point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z' telleque : 2 =5iz+6i + 4.
Partie A

1. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques de la transformation S.
L, . L. ) , X'==-5y+4
2. Onnote x et x’, y et y' les parties réelles et imaginaires respectives de z et z'. Démontrer que { y'=5x y 6
=5X+
Partie B

Dans cette partie, on se place dans le cas ou les coordonnées x et y du point M sont des entiers relatifs tels que
-3<x<5et-3<y<h.
On note (E) I’ensemble de ces points M.
On rappelle que les coordonnées (x’, y’) du point M’, image du point M par la transformation S, sontx' =—5y+ 4 ety'=5x + 6.
1.a. Déterminer I’ensemble des couples (a, b) d’entiers relatifs tels que :
4a+3b=5.

b. En déduire I’ensemble des points M de (E) de coordonnées (x ; y) tels que - 3x' + 4y' = 37.
2. Soient M un point de I’ensemble (E) et M’ son image par la transformation S.
a. Démontrer que x' + y' est un multiple de 5.
b. Démontrer que X' —y' et x' + y' sont congrus modulo 2.
En déduire que si x’2 —y’ ? est multiple de 2 alors X' —y' et X' + y' le sont également.
C. Déterminer I’ensemble des points M de (E) tels que : x’ 2 -y’ 2= 20.
CORRECTION
Partie A
1. L’écriture complexe de S est de la forme z” = a z + b avec a # 0 donc S est une similitude directe de rapport | a | = 5 et d’angle
., T
arg a soit — .
d 2

Le centre de S est le point invariant de S donc son affixe est solution de 2’ = z
4+6i (4+6i)(1+5i) 4+20i+6i-30 -26+26i

- = Sz=-1+i
1-5i (1-5i)(1+5i) 1+5° 26

z=5iz+6i+t4<z2(1-50)=4+6iz=

Le centre de S est le point d’affixe — 1 +i.

2. Z=X"+iy =5i(x+iy)+6i+4d<xX +iy =5ix-5y+6i+td<xX+iy=(-5y+4)+i(5x+6)
-5y+4eRet5x+6eR

. . X'=-5y+4
Deux complexes sont égaux si et seulement si leurs parties réelles et imaginaires sont égales donc { y'=5x y 5
=5X+

Partie B
l.a. 4-3=1donc4x5-3x5=5

4a+3b=5 . .

donc par soustraction terme aterme:4 (a-5)+3(b+5)=0
4x5+3x(-5)=5

4 (a-5)=-3(b+5)donc 4 divise — 3 (b + 5) or 4 est premier avec 3 donc d’apres le théoreme de Gauss 4 divise b + 5, il existe un
entier relatif k tel queb +5=4k
En remplacant dans 4 (a—-5)=-3 (b +5)alors4 (a-5)=-3 x4k donca-5=-3k
=-3k+5etb=4k-5aveck € Z.
Vérification :
4a +3b=4(-3k+5)+3(4k-5)=-12k+20+12k-15
4 a + 3 b=5donc les solutions de I’équation 4 a + 3 b =5 sont les couples
(-3k+5;4k-5)aveck e Z.

b. -3X+4y=37T<-3(-5y+4)+4(5x+6)=37<=15y-12+20x+24=37<15y+20x+25<3y+4x=5
o x=-3k+5ety=4k-5aveck € Z.

—-3<x<5donc-3<-3k+5<5s0it0<3k<8donck €{0;1;2}
et—-3<y<5donc-3<4k-5<5s0it2<4k<10doncke{1;2}
k doit vérifier les deux conditionsdonc k=1 ouk =2
Sik=1x=-3k+5=2ety=4k-5=-1
Sik=2,x=-3k+5=-1ety=4k-5=3

L’ ensemble des points M tels que — 3 x' + 4 y' = 37 est donc réduit aux points A(2 ; — 1) et B(-1; 3).
A I’intérieur du carré limité par - 3 < x <5 et - 3 <y <5, la droite d’équation 3 y + 4 x = 5 ne passe que par deux points a
coordonnées entieres A et B.



2.a X+y =(-5y+4)+(BEx+6)=5Xx-y+2)

X —y + 2 est un entier relatif donc 5 (x —y + 2) est un multiple de 5.
X' +y" est un multiple de 5.

b. X"+y =5(X-y+2)

or5=1[2]et x—-y+2=x-y[2]donc5(x-y+2)=x-y[2]
donc x' —y'=x'+y' modulo 2.

x’ 2 -y’ % est multiple de 2 < 2 divise x*% -y’ ?

& 2divise (X +y) (X =Y)

2 est un nombre premier donc soit 2 divise X’ +y’ soit 2 divise X’ -y’
soit X” +y’ =0 modulo 2 soit X’ —y’ =0 modulo 2.

X'—y'=x"+y modulo 2 donc

si X’ +y’ =0 modulo 2 alors X’ —y’ = 0 modulo 2.

si X’ =y’ =0 modulo 2 alors X’ +y’ = 0 modulo 2.

donc si x’2 —y’ 2 est multiple de 2 alors X' —y' et ' + ' le sont également.
c.  XZ-yi=(X+y) (X -y)

X +y =5(x-y+2)

X'=y ==5(x+y)+2
X2-y?=205(x-y+2)[-5(x+y)+2]=20

S X-y+2)[-5(x+y)+2]=4

X —y+2estundiviseurde 4doncx-y+2e{-4;-2;-1;1;1;2;4}
d’ou les possibilités :

X—y+2 -41-2|-1]1]2]|4
4
-S(X+y)+2=——— | -1|-2|-4]4|2]|1
X—y+2
X-y -6|-4|-3|-1]0|2
5(x+y)| 3 | 4|6 |-2|0]|1

X
seul O est divisible par 5 donc {

(E) est réduit au point O.
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