Pondichéry avril 2014

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats

Dans cet exercice, sauf indication contraire, les résultats seront arrondis au centiéme.

1. La durée de vie, exprimée en années, d’un moteur pour automatiser un portail fabriqué par une entreprise A est une variable
aléatoire X qui suit une loi exponentielle de parameétre A, ot A est un réel strictement positif. On sait que P(X <2) = 0,15.

Déterminer la valeur exacte du réel A.

Dans la suite de I’exercice on prendra 0,081 pour valeur de A.

2.a. Déterminer P(X > 3).

b. Montrer que pour tous réels positifs t et h, P x> (X >t +h) = P(X > h).

c. Le moteur a déja fonctionné durant 3 ans. Quelle est la probabilité pour qu'il fonctionne encore 2 ans ?
d. Calculer I’espérance de la variable aléatoire X et donner une interprétation de ce résultat.
3. Dans la suite de cet exercice, on donnera des valeurs arrondies des résultats & 10~

L'entreprise A annonce que le pourcentage de moteurs défectueux dans la production est égal a 1 %. Afin de vérifier cette affirmation
800 moteurs sont prélevés au hasard. On constate que 15 moteurs sont détectés défectueux.
Le résultat de ce test remet-il en question I’annonce de I’entreprise A ? Justifier. On pourra s’aider d’un intervalle de fluctuation.

EXERCICE 2 4 points Commun a tous les candidats

Pour chacune des propositions suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse et justifier la réponse choisie.
Il est attribué un point par réponse exacte correctement justifiée.

Une réponse non justifiée n’est pas prise en compte.

Une absence de réponse n’est pas pénalisée.

1. Proposition 1 : Toute suite positive croissante tend vers + oo,

2. g est la fonction définie sur } —%; + 00 [ parg(x)=2xIn (2x+1).
- 1 )z . . . e—1
Proposition 2 : Sur } _E; + 0 [ , I’équation g(x) = 2 x a >une unique solution : —

Proposition 3 : Le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de la fonction g au point d’abscisse > est:1+In4,

3. L’espace est muni d’un repére orthonormé (O i, j,k).
P et R sont les plans d’équations respectives 2x +3y—-z—-11=0etx+y+5z-11=0.
Proposition 4 : Les plans P et R se coupent perpendiculairement.

EXERCICE 3 5 points Candidats n’ayant pas suivi la spécialité
Le plan complexe est muni d’un repére orthonormé (O;u, V).

. . . . 3 3.
Pour tout entier naturel n on note A, le point d’affixe z, défini par : zp=1etz,.; :[ Z+§I Jzn.
On définit la suite (r,) par r, =| z,| pour tout entier naturel n.
1. Donner la forme exponentielle du nombre complexe %+ ? i.
2.a. Montrer que la suite (r,) est geométrique de raison -
b. En déduire I’expression de r, en fonction de n.
c. Que dire de la longueur OA , lorsque n tend vers + oo ?
3. On consideére I’algorithme suivant :
Variables n entier naturel
R réel
P réel strictement positif
Entrée Demander la valeur de P
Traitement | R prend la valeur 1
n prend la valeur O
Tantque R>P
nprend lavaleurn+ 1
3
R prend la valeur g R
Fin tant que
Sortie Afficher n
a. Quelle est la valeur affichée par I’algorithme pour P=0,5?
b. Pour P = 0,01 on obtient n = 33. Quel est le rdle de cet algorithme ?
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4.a. Démontrer que le triangle OA, A, .1 estrectangle en A+ 1.

.Nm

inm
b. Onadmetquez,=r,e °©.

Déterminer les valeurs de n pour lesquelles A, est un point de I’axe des ordonnées.

c. Compléter la figure donnée en annexe a rendre avec la copie, en représentant les points Ag, A7, Aget Ag.

Les traits de construction seront apparents.

Ay

Ao

EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi la spécialité
Chaque jeune parent utilise chaque mois une seule marque de petits pots pour bébé. Trois marques X, Y et Z se partagent le marché.
Soit n un entier naturel. On note :
X, I’événement « la marque X est utilisée le mois n »,
Y » I’événement « la marque Y est utilisée le mois n »,
Z , I’événement « la marque Z est utilisée le mois n ».
Les probabilités des évenements X, Y ,, Z, sont notées respectivement x,, ¥, Z,. La campagne publicitaire de chaque marque fait
évoluer la répartition. Un acheteur de la marque X le mois n, a le mois suivant :
50 % de chance de rester fidéle a cette marque,
40 % de chance d’acheter la marque Y,
10 % de chance d’acheter la marque Z.
Un acheteur de la marque Y le mois n, a le mois suivant :
30 % de chance de rester fidéle a cette marque,
50 % de chance d’acheter la marque X,
20 % de chance d’acheter la marque Z.
Un acheteur de la marque Z le mois n, a le mois suivant :
70 % de chance de rester fidéle a cette marque,
10 % de chance d’acheter la marque X,
20 % de chance d’acheter la marque Y.
1.a. Exprimer x,.en fonction de x,, ynetz,
Onadmetque:yn,+1=04%x,+0,3y,+02z,etquez,+1=01x,+02y,+0,72,.
b. Exprimer z,, en fonction de x,, et y,. En déduire I’expression de X, +1 et y, 1 en fonction de x, ety.

n

X
2. On définit la suite (U,) par U, :( y j pour tout entier naturel n.

n

. . 0,4 0,4 0,1
On admet que, pour tout entier naturel n, U,.; =AxU,+Bou A= etB= .
0,2 01 0,2

0,5
0,3

Au début de I’étude statistique (mois de janvier 2014 : n = 0), on estime que U, :(

On consideére I’algorithme suivant :
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Variables n et j des entiers naturels.
A, B et U des matrices

R réel

P réel strictement positif
Entrée Demander la valeur de n
i prend la valeur 0

0,4 0,4
A prend la valeur J

0,2 01

0,1
B prend la valeur
0,2

0,5
U prend la valeur
0,3

Traitement Tant Quei<n
U prend la valeur A x U + B
i prend la valeur i +1

Fin Tant Que
Sortie Afficher U
a. Donner les résultats affichés par cet algorithme pour n = 1 puis pour n = 3.
b. Quelle est la probabilité d’utiliser la marque X au mois d’avril ?

Dans la suite de I’exercice, on cherche a déterminer une expression de U , en fonction de n.

10
On note | la matrice ( 01 J et N la matrice | — A.

3. On désigne par C une matrice colonne a deux lignes.
a. Démontrer que C = A x C + B équivauta N x C = B.
45 2 T
b. On admet que N est une matrice inversible et que N = fg’ gg . En déduire que C = 476
23 23 23
4. On note V la matrice telle que V , = U, — C pour tout entier naturel n.
a. Montrer que, pour tout entier naturel n, V.1 = A x V.

b. OnadmetqueU,=A"x (Uy-C)+C.
Quelles sont les probabilités d’utiliser les marques X, Y et Z au mois de mai ?

EXERCICE 4 7 points Commun a tous les candidats

Partie A

f est une fonction définie et dérivable sur IR. f ' est la fonction dérivée de la fonction f.

Dans le plan muni d’un repére orthogonal, on nomme C ; la courbe représentative de la fonction f et C, la courbe représentative de la
fonction f .

Le point A de coordonnées (0 ; 2) appartient a la courbe C ;.

Le point B de coordonnées (0 ; 1) appartient a la courbe C ,.

1. Dans les trois situations ci-dessous, on a dessiné la courbe représentative de la fonction f. Sur I’une d’entre elles, la courbe de
la fonction dérivée f * est tracée convenablement. Laquelle ? Expliquer le choix effectué.
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$ituation 3

fand
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Déterminer I’équation réduite de la droite A tangente a la courbe C ; en A.

On sait que pour tout réel x, f (x) = e~* + ax + b ol a et b sont deux nombres réels.
Déterminer la valeur de b en utilisant les renseignements donnés par 1’énoncé.
Prouver que a = 2.

Etudier les variations de la fonction f sur IR

Déterminer la limite de la fonction f en + .

URT D WN

Partie B

Soit g la fonction définie sur IR par g(x) =f (x) — (X + 2).

1.a. Montrer que la fonction g admet 0 comme minimum sur IR.

b. En déduire la position de la courbe C; par rapport a la droite A.

La figure 2 ci-dessous représente le logo d’une entreprise. Pour dessiner ce logo, son créateur s’est servi de la courbe C; et de la droite
A, comme I’indique la figure 3 ci-dessous. Afin d’estimer les codts de peinture il souhaite déterminer I’aire de la partie colorée en
gris.

Le contour du logo est représenté par le trapéze DEFG ou :

e D est le point de coordonnées (- 2 ; 0),

e E est le point de coordonnées (2; 0),

e Fest le point d’abscisse 2 de la courbe C ;

e G est le point d’abscisse — 2 de la courbe C ,.
La partie du logo colorée en gris correspond a la surface située entre la droite A, la courbe C , la droite d’équation x = — 2 et la droite
d’équation x = 2.
2. Calculer, en unités d’aire, I’aire de la partie du logo colorée en gris (on donnera la valeur exacte puis la valeur arrondie & 10 =2
du résultat).
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CORRECTION

EXERCICE 1 4 points Commun a tous les candidats

1. La variable aléatoire X suit une loi exponentielle de paramétre A, donc P(X<x) =1 -e~**

P(ng):0,15oloncl—e*”:0,15<:>e*”:1—0,15<:>e*”:o,ss@—nz|n0,85<:m:—'”OT’85
2.a. P(X>23)=e 3*%%gojt environ 0,78.
> —a(t+h)
b. P o (X2 t+h)= P(X=t)n(X=t+h)) _P(X=t+h)) _e — e~ =p(X > h).
P(X >t) P(X >t) e "
C.  P(xs3)(X24+2)=P(X22)=1-P(X<2)=1-0,15=085
t
d. E(X) = lIim j Axe dx.Soit F(x) = (ax+b)e ** etf(x)=xe "*, déterminons les réels a et b pour que F soit une
—>+ o 0
primitive de f. F est une primitive de f < F’(x) =f (X)
—ar=>A
F’(x):ae“—(ax+b)ke“<:>F’(x):(—7uax+a—7ub)ke“<:>F’(x):f(x)<:>{a bk_oaa:—letb:—%.
t
F(X)=(—X—£Je‘“ doncj Axedx = | —t-+ e‘“—(—ljeo:lﬂe“—lte“
A 0 A A A A
t
lim te™*'=0et lim e *'=0donc lim j Axe M dx= =
t—>+o t>+o to+m J g s

E(X) = %: soit environ 12,35

Interprétation : La durée de vie moyenne d’un moteur pour automatiser un portail fabriqué par une entreprise A est 12,35 années.

p= % n=800doncn>30,np=15doncnp>5etn(1-p)=785doncn (1-p)=5donc les conditions sont réunies

Intervalle de fluctuation au risque 1 % :
p(-u<T<u)=1-0,01<u=258

I:{ p-2,58 f@;p+2,58 /@} avec

1 =[0,006;0,032]

p= % =0,01875 donc p e | donc le résultat de ce test ne remet pas en question I’annonce de I’entreprise A.

EXERCICE 2 4 points Commun a tous les candidats
1. Proposition 1 : Toute suite positive croissante tend vers + . FAUX
Une suite croissante majorée converge.

Exemple:u,=1- 1 avec n € N*,
n

1 1 1 1
up,>0deplusn+1>ndonc — <= donc ————>—=donC Up+1>Uj,
n+l n n+1 n

La suite (uy ) est croissante et converge vers 1

2. Proposition 2 : Sur } —%; + 00 [ , I’équation g(x) = 2 x a une unique solution : eT—l FAUX

gx)=2x<=2xIn(2x+1)=2x<2x[In(2x+1)-1]1=0<x=00uln(2x+1)=1<x=0o0u2x+1=¢e

o x=00ux= eT—l ,0et eT—l appartiennent a } —%; + 00 [ , I’équation g(x) = 2 x admet deux solutions.

Proposition 3 : Le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de la fonction g au point d’abscisse > est:1+1n4.

VRAI
Le coefficient directeur de la tangente a la courbe représentative de la fonction g au point d’abscisse % estg’ (%} .
u(x)=2x u'(x)=2

srn 2
V() =In (2x+1) V,(X)zﬁdoncg(x)-2|n(2x+1)+2x2X+1
X+

donc g’ 1 :2In2+2xlx§:1+ln4
2 2 2
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3. Proposition 4 : Les plans P et R se coupent perpendiculairement. VRAI
Un vecteur normal au plan P est n (2 ; 3 ; - 1), un vecteur normal au plan R est n* (1 ; 1; 5)
n.n"=2x1+3x1+(-1)x5=0.Les vecteurs n et n' sont orthogonaux donc les plans P et R se coupent perpendiculairement.

EXERCICE 3 5 points Candidats n’ayant pas suivi la spécialité
2 2 2
E+£i (3 + E 123 donc 3+£| _ﬁ
4 4 4 4 16 4 4 4 2

§+—3i:£ —3+li = ﬁ cos = +isin ~ | donc la forme exponentielle du nombre complexe §+£| est — \/§
4 4 2 2 2 2 6 6 4 4 2
2.a. zn+1:( %+§i Jzn donc|zn+1] :§|zn|donc rn+1:§ r.. La suite (r,) est géométrique de raison %

b. Zo=1doncrg=1, lasuite (r,) est géométrique de raison % doncr,=rg [%J :(EJ .

c. OA.,=r,= [%J or-1< % <ldonc lim [%J = 0. La longueur OA , lorsque n tend vers + oo tend vers 0.
3.a.
n 0 1 2 3 4 5
R 1 J3 3 33 27 273
2 4 8 16 32
Valeur approchée de R 1 0,866 0,750 0,650 0,563 0,487
Quand n =5, R < P donc I’algorithme s’arréte, la valeur affichée est n =5
b. Le réle de I’algorithme est de déterminer la plus petite valeur de n, pour laquelle la distance OA , est inférieure a P.
4.a. Zpe1—12p= §+£i -1 |z,= —l+£| zpdonc|zpi1—2z,0|?= 1.3 r2,= L r2,
4 4 4 16 16 4

OA,=r,etOA, ;= %rnetAnAMl: % ri,donc A ,,A2+A, 0?2 —%rf +%rn2 =r}

donc A A%2+A ., 0?=0A? donc (réciproque du théoréme de Pythagore) le triangle OA , A . ; est rectangle en A, ;.

n+l n+1

b.  zn=rpe © donc(ﬂ;OAn)z%T a2 1 prés.

. o T v L X X N n
A, est un point de I’axe des ordonnées si et seulement si (u; OA ) estégal a gou a g + 1 a2 1t pres soit pour %=g+ 2k ou

n_n=3_n+2kn
6 2
nm nt 3w

?=E+2kn en=12k+3(keNet =="F+2kn n=12k+9 (ke N)

A, est un point de I’axe des ordonnées < n=12k+3oun=12k+9 (k e N)

c. Pour construire le point A, . connaissant le point A, il faut de déterminer le milieu I, de [OA ] puis de tracer le cercle C
de diametre [OA ], le triangle OA, A+ 1 est rectangle en A, ;donc A, .1 est un point de ce cercle C,,.

L’angle (u;OA )=%n donc (u; OA)=m a2 mprés donc A, est un point intersection du cercle C ¢ et de I’axe des abscisses

distinct de O.

L’angle et (u;OA, )=%n donc (u;0A )=

wﬂtdonc (u;0A,)=(u;0A, ;) +x

Les points Ag et Ay sontalignés et O € [Ay Ag]
Les points A; et A sontalignéset O € [A1 A7]
Les points Ag et A, sontalignés et O € [A; Ag]
Les points Ag et Az sontalignéset O € [A3z Ag]
donc

Pondichéry avril 2014 6



A est le point intersection autre que O du cercle Cs et de la droite (OA )
A+ est le point intersection autre que O du cercle C et de la droite (OA ;)
A est le point intersection autre que O du cercle C - et de la droite (OA ;)
A est le point intersection autre que O du cercle Cg et de la droite (OA3)
As Ay

EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi la spécialité
la Xp.1=05X,+04y,+012, /
yn+1:Oa4Xn+013yn+0122n X 0,4 Y
Zns1=01X,+02y,+0,72,. " n+l
0.1

b. XntyYn+tzZy=1doncz,=1-X,—Yn Zns1
A

Xn+1=0,5Xx,+0,4y,+0,1(1-Xn—Yn) Xnt1

SOit Xn+1=0,4X,+03y,+0,1 /5
y”+1:O’4Xn+013yn+012(1_Xn_yn) I Yn 0’3 Yn+1
SOity,+1=02x,+0,1y,+0,2 X

0,4 0,3 0,1
2.a. A= etB=
0,2 0,1 0,2

i 0 1 2 3 0.}
y 0,5 0,39 0,355 0,3353 z
0,3 0,33 0,311 0,3021 \
07
0,39
Si n =1, I’algorithme affiche
0,33
0,3353 j

0,3021

~
i,?

Si n =3, I'algorithme affiche (

b. Auwril correspond a n = 3 donc la probabilité d’utiliser la marque X au mois d’avril est 0,3353

3.a. C=AxC+BoC-AxC=B&oIXxC-AXxC=B< (I-A)xC=B< NxC=B.

45 20 9,5 17
45 20 o1 9.5 17
b. NxC=BeC=N'xBoC=| 23 2|4 oc=| 8 |oc=| %
w 3 "o 7 7
23 23 23 23

4.a. Vpi1=Up-C=AxU,+B-CoV,,1=AxU +B-(AxC+B)o V.1 =AxU,-AXC<V, . =AxU,-
C)@Vn+1:AXVn

. X 4 0,32475
b. Mai correspondan=4,U;=A"x(Uy-C)+CdoncU,=

0,29727

La probabilité que de I’événement « la marque X est utilisée au mois de mai » est 0,32475
Y » I’événement « la marque Y est utilisée au mois de mai » est 0,29727
Z, I’événement « la marque Z est utilisée au mois de mai » 1 —0,32475 — 0,29727 soit 0,37798
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EXERCICE 4 7 points Commun a tous les candidats

Partie A

1. Dans la situation 1, la fonction f’ est négative sur ] — «; o] et positive sur

16

Situation

]

[o;+oo]avec—1<a<0

La fonction représentée par C; est décroissante sur ] — oo ; a ] et croissante sur [ o ; + oo [

~ @

avec — 1 < o < 0 donc la situation 1 peut convenir.

2

W o g

H
e ipls

Dans la situation 2, la fonction f * est négative sur ] —oo ; — 1] et positive sur [- 1 ; + oo [ {

La fonction représentée par C est décroissante sur ] — oo ; o ] et croissante sur [ a. ; + oof

avec — 1 < o < 0 donc n’a pas pour dérivée la fonction représentée par C,.

La situation 2 ne convient pas.

Dans la situation 3, la fonction f * est positive sur IR

La fonction représentée par C est décroissante sur ] — oo ; o ] et croissante sur [ a. ; + oof
avec — 1 < o < 0 donc n’a pas pour dérivée la fonction représentée par C,.

La situation 3 ne convient pas.

2. L'équation réduite de la droite A tangente a la courbe C; en A esty =f’(0) (x - 0) +f (0)

e
3 f N
bituatign 2 (65 est yne droite}
9
. 8
| /
4 : 7
o &
%v 5 /
4 vl (‘("';
4 2
Y 2 -
3
Sl g L
i B
3
!()
B 4 =+ &
2
Situation |

=
\\\\\\
o

C('r‘

™

(672

f’(0) = 1 et f (0) = 2 donc I’équation réduite de la droite A tangente a la courbe C;en Aesty =x + 2

3.a. f(0)=2donc2=1+bdonch=1

b. f’(x)=—e *+aorf’(0)=1doncl=-e’+asoita=2

4. f(x)=e *+2x+1,f estdéfinie dérivable sur IRetf’(x) =—e *+2
f'X)>20 —e*+2202>2e " N2>2-x-In2<x

X — 00 -In2 + 0
f’(x) - 0 +
5. lim e *=0et lim 2x+1=+odonc lim f(x)=+o
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Partie B
l.a. g(x)=e "+x-1,gest définie dérivable sur IRetg’(x) =—e~*+ 1
—e*+1>01>e < 0>-x<=x>0

o
+
8

X — 0

g’(x) - 0 +

S —

La fonction g admet 0 comme minimum sur IR.

b. La fonction g admet 0 comme minimum sur IR donc pour tout x réel, g(x) > g(0) soitg(x) >2 -1
pour tout x réel, f (x) > x + 2 donc la courbe C est toujours au dessus de la droite A.

2 2
2. La courbe C est toujours au dessus de la droite A, la fonction f est positive sur IRdonc A = j f(x)d x—j (x+2)dx
-2 -2
2
A:j [£(0)—(x+2)]d x
-2
2 1 2
A:j (e *+x-1)dx = {—e‘*+—x2—x}
-2 2 2

A:—e’2+%22—2—(—e2+2+2)

A =e?—e~2 -4 unités d’aires soit environ 3,25 valeur arrondie a 10 2.
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