7 1
X1 =§Xn +Z Y, +1
On considere les suites (x ) et (y,) définies par xo =1 ety,=8et: 20 pour tout n € N.
=—X +—Y_ +5
yn+l 3 n 3yn

1. Montrer, par récurrence, que les points M , de coordonnées (X, ¥ ) sont sur la droite (D) dont une équation est 5x —y + 3 = 0.
En déduire que Xpn+1=4 X, +2

2 Montrer, par récurrence, que tous les x,, sont des entiers naturels. En déduire que tous les y, sont aussi des entiers naturels

3. Montrer que

a X n est divisible par 3 si et seulement si y , est divisible par 3

b Si x, ety ,ne sont pas divisibles par 3, alors ils sont premiers entre eux.

CORRECTION

1. Initialisation : xo=1etyo=8donc5x¢o-yg+3=5x1-8+3=0
Le point M o de coordonnées (X, Y o) est sur la droite (D).

Hérédité : montrons pour tout n de N que si le point M, de coordonnées (x,, y,) sont sur la droite (D) alors le point M. de
coordonnées (Xn+1, Yn+1) sont sur la droite (D).

7 1 20 8
SXn+1—Yn+1+3=5 =X, +=y,+1|-| —X,+=y,+5 | +3
1= Yn+1 (3 3y J (3 3y J

5Xns1=Yn+1+3= 35;20 xn+5;8yn+5—5+3

5Xn+1_yn+1+3:5Xn_yn+3
D’aprés I’hypothese de récurrence M, € (D) donc5x,-y,+3=0donc5X,+1-Yn+1 +3=0donc M, .1 € (D)

La propriété est héréditaire donc pour tout nde N, M, € (D).

Xn+1 = %xn+%yn+1 or M, € (D) donc5xn—yn+3:030ityn:5xn+3doncxn+1:%xn+%(5xn+3)+1 donc Xn4+1 =4 X,
+2

2. Initialisation : xo =1 doncxy € N

Hérédité : montrons pour tout n de N que si x, € Nalors x,+1 € N.
Xn+1 =4 X+ 2. D’aprés I’hypothese de récurrence x,, e Ndonc 4 x,+2 € Ndonc x,+1 € N.

La propriété est héréditaire donc pour tout nde N, x, € N,

Yyn=5%x,+30rx, e Ndonc5x,+3 e Ndoncy, € N.

S 7
3.a. Xy estdivisible par 3 alors 3 X,eN

7 1 1 7 7 7 1 -
—X,+=Y¥,+1 =Xy donc =y, =x,,,-=—X,—-1, -x,eNdonc x,,,——x,—-1 e Ndonc =y, € Ndonc 3 divise
37" 3yn n+1 3y 1 3 3 1 3 3y Yn

Réciproguement
Si y, est divisible par 3 alors % y,eN

7 1 7 1
—X,+=Y¥,+1 =Xpsdonc =x,=x,,,—=y, -1
3" 3yn n+1 3 1 3y

1yne N donc X,M—lyn -1 e Ndonc ane N donc 3 divise 7 x,,
3 3 3

3 et 7 sont premiers entre eux donc d’apres le théoréme de Gauss, 3 divise x , d’ou I’équivalence : x, est divisible par 3 si et seulement
si yn est divisible par 3.

b. Soitd = pged(Xn;Yn)
5Xp-yn+3=0&<-5%x,+y,=3doncd divise 3

Si x, ety ,ne sont pas divisibles par 3, alorsd #3 doncd =1
X, €t y, sont premiers entre eux.



