Métropole Juin 2007
EXERCICE 1 3 points Commun a tous les candidats

L’espace est muni du repére orthonormal;{ ,j .k ).
Soient (P) et (/P les plans d'équations respectives 2y—z+ 1 =0 et x+y+z= 0. Soit A le point de coordonnées (0 ; 1; 1).
1. Démontrer que les plans (P) ef)(font perpendiculaires.

+1

Wik Wik

2. Soit (d) la droite dont une représentation paramétrigtie €/ = - out est un nombre réel.

Démontrer que les plans (P) et)(& coupent selon la droitd) (
3. Calculer la distance du point A a chacun des plEhet (P).
4, En déduire la distance du point A a la drodg (

EXERCICE 2 3 points  Commun a tous les candidats

1. Restitution organisée de connaissances

Démontrer la formule d’intégration par parties @hsant la formule de dérivation d’'un produit deuk fonctions dérivables, a
dérivées continues sur un intervakie p].

2. Soient les deux intégrales définies par|l = e* sinx dx et J =I e* cosx dx

0 0
a. Démontrer que | = - J et que | = J Hel.
b. En déduire les valeurs exactes de | et de J.
EXERCICE 3 5 points Candidats n'ayant pas suivi lenseignement de spécialité
Partie A
On considére I'équation : (Bf — (4 +i)z?+ (13 +4i)z- 13i = 0 olz est un nombre complexe.
1. Démontrer que le nombre complexe i est solutionate équation.
2. Déterminer les nombres réelsb etc tels que, pour tout nombre complexen ait :

22— (4+i)z?+(183+4i)z-13i=(z—i)(az®+bz+c).
3. En déduire les solutions de I'équation (E).
Partie B
Dans le plan complexe, rapporté au repére orthaaladitect (O 1, v), on désigne par A, B et C les points d'affixespectives :
i,2+3iet2-3i.

1. Soitr la rotation de centre B et d’ang%. Déterminer I'affixe du point Aimage du point A par la rotation
2. Démontrer que les points ,AB et C sont alignés et déterminer I'écriture ctamp de I'homothétie de centre B qui transforme
CenA
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EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi 'enseigement de spécialité
La figure est proposée en annexe 1. Elle sera aftégpltout au long de I'exercice.

Dans le plan complexe, rapporté au repere orthaaladirect (O ﬂ ,\7), on considere les points A, B et C, d'affixepesdives :
-5+6i,-7-2iet3-2i.

On admet que le point F, d'affixe — 2 + i est latoe du cerclé circonscrit au triangle ABC.

1. Soit H le point d'affixe — 5.

Déterminer les éléments caractéristiques de Idigide directe de centre A qui transforme le p&rgn le point H.

2.a. Etant donné des nombres complexesZz, on note M le point d'affixeg et M' le point d'affixez. Soienta etb des nombres

complexes.

Soitsla transformation d'écriture complexe=a z + b qui, au point M, associe le pointM
Déterminera etb pour que les points A et C soient invariantsp#&uelle est alors la nature s@
b. En déduire l'affixe du point E, symétrique durpidil par rapport a la droite (AC).

C. Veérifier que le point E est un point du cerEle

3. Soit | le milieu du segment [AC].

Déterminer I'affixe du point G, image du point r faomothétie de centre B et de I’appé-l’t

Démontrer que les points H, G et F sont alignés.
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EXERCICE 4 4 points  Commun a tous les candidats
Cet exercice est un questionnaire a choix multiples
Pour chaque question, une seule des propositidnexeste. On donnera sur la feuille la réponse steosans justification. Il sera
attribué un point si la réponse est exacte, zénorsi
Dans certaines questions, les résultats proposégtérarrondis &0~ > prés.
1. Un représentant de commerce propose un produiténte. Une étude statistique a permis d’étabky, ghaque fois qu'l
rencontre un client, la probabilité gu’il vende sooduit est égale a 0,2. 1l voit cing clients patinée en moyenne. La probabilité
gu’il ait vendu exactement deux produits dans uaémée est égale a :

0,4 0,04 [ d 0,1024 [ b 0,2048
2. Dans une classe, les garcons représentent ledpiieffectif. Une fille sur trois a eu son perrdis premier coup, alors que
seulement un garcon sur dix I'a eu du premier c@upinterroge un éléve (garcon ou fille) au hasard.
La probabilité qu'il ait eu son permis du premieup est égale a :

0,043 0,275 [ 4 0,217 [ . 0,033

3. Dans la classe de la question 2, on interroge éreéu hasard parmi ceux ayant eu leur permiseataipr coup. La
probabilité que cet éléve soit un garcon est égale

0,100 0,091 [ 4. 0,111 [ ]d. 0,25

4, Un tireur sur cible s’entraine sur une cible ciaitd comportant trois zones délimitées par dedesooncentriques, de rayons
respectifs 10, 20 et 30 centimétres.

On admet que la probabilité d’atteindre une zon@megportionnelle a I'aire de cette zone et quiréur atteint toujours la cible. La
probabilité d’atteindre la zone la plus éloignéecdutre est égale a :

5 9 4 1
2 2 2 L

9

EXERCICE 5 5 points Commun & tous les candidats
In (1+ x)
1+x
La courbe C représentative tiest donnée sur le document annexe 2 que I'on caenglét que I'on rendra avec la copie.
Partie A : Etude de certaines propriétés de la colne C
1. On notef ' la fonction dérivée de. Calculerf '(x) pour toutx de l'intervalle ] — 1 ; +oo [.
2. Pour toutx de l'intervalle ] = 1 ; 4o [, on poseN (x) = (1 +x) 2= 1 + In (1 +x).
Vérifier que I'on définit ainsi une fonction straghent croissante sur ] — 1 peH.
CalculerN(0). En déduire les variations te
3. Soit D la droite d’équatiog = x. Calculer les coordonnées du point d'intersectietia courbe C et de la droite D.
Partie B : Etude d'une suite récurrente définie a prtir de la fonction f.
1. Démontrer que st0[0; 4], alorsd (x) O[O0 ; 4].
Ug= 4
2. On considére la suitai ) définie par : pour toutn deN.
Ups1=T(uy)
Sur le graphique de I'annexe 2, en utilisant larbelC et la droite D, placer les points de C d'as&sug ,u4, U, €tus.
Démontrer que pour toatdeN ona :u, [0 ; 4].

On considére la fonctiohdéfinie sur l'intervalle ] — 1 ; +o [ par :f (X) =x—

Etudier la monotonie de la suite,).
Démontrer que la suitei () est convergente. On désigne pan limite.
Utiliser la partie A pour donner la valeur fle

Paoo T o

Métropole Juin 2007 3



R [ 5| L L L L Y P
H H N T T N | H

| | | | | oD |

| | 4 | | | 3 c |
T T T T T TS ST T T
R Pl 3l P b Y L b b
H N 1 T | N B H

: | 2 | 3 | | | |
oo ST TS ST T 1T [ e
B Lo o YA L L L b P
H 1l ! T T 1 T H
2 -1 0 & 12 '3 4 5 6
R --ed N

CORRECTION

EXERCICE 1 3 points Commun a tous les candidats

L’espace est muni du repére orthonormal;{ ,j .k ).

Soient (P) et (PP les plans d’équations respectives 2y—z+ 1 =0 et x+y+z= 0. Soit A le point de coordonnées (0 ; 1; 1).
1. Le vecteurn(l; 2 ; — 1) le vecteur normal au plan (P). Letearn’ (- 1; 1 ; 1) le vecteur normal au plan (P’)

n.n'=—1x1+2x1—1x1 =0 donc les vecteurs et n* sont orthogonaux donc les plans (P) ét $Bnt perpendiculaires.

2. Soit M un point quelconque dd)( il existe un réel tel que M ait pour coordonnéés:—l3 +t; —%; tj
( —%H j+ 2% ( —% j—t + 1 =0 donc MJ (P), tout point ded) appartient a (P) dond) est incluse dans (P)

- [ —:—13 +t j+ [ —:—13 j +t =0 donc MO (P"), tout point deq) appartient a (P’) dondl) est incluse dans (P’)

les plans (P) et (Psont perpendiculaires donc se coupent suivanturiee donc les plans (P) et)YBe coupent selon la droitd)

lax, +by,+cz +d|_|x+2y- z+1]| |2-1+1|_J6
\/a2+b2+c2 \/12+22+(—1)2 J6 3

3. d=dA, (P)=

|_XA +y,t 2z, | _|1+1|_2\/73
JenPererr J3 3
4, Notons H et H' les projetés orthogonaux de A surdPsur (P’). Les deux plans (P) et (P’) sont ogibnaux, le projeté

orthogonal D de H sur (P’) est confondu avec |ggtéoorthogonal de H’ sur (P). Le quadrilatére AHRIst donc un rectangle. Sait
la distance entre A etl).

d'=dA, (P)) =

2 2
3 est la longueur de la diagonale de ce rectanglapplique le théoréme de Pythagobé =d?+ d’'?= (@) + (2_\?{_3J =2

doncs = \/_2

EXERCICE 2 3 points Commun a tous les candidats
1. Restitution organisée de connaissances

La dérivée deivestu’ v+Vv udoncu v=(uv) —Vv' u doncj: u'(x)M(Xd x:_[: (uy(xd x—j: ¢ x Y xd >
u v est une fonction continue dérivable sair, p] ; une primitive de v)’ estuv donc :

JPem v d =l € w8 ek O

T m
2. Soient les deux intégrales définies parJ.I =e*sinx dx etJ :J. e* cosx dx
0 0

Métropole Juin 2007 4



s LS

u(x):(.e alors u )= € donclz[ex sinx}n—J.
v(X) =sin x alors v'(X)= cosx 0

0 0

u'(x)=sin x alors u (x> — cosx n n
{ > o= doncl=[—excosx]o—J - & cox o

v(x)=e* alors v'x)= € 0

LS

soit | = e"'— (- 1) +I e* cosx dx doncl=J+é&+1.

0

b. I=J+é‘+1doncI—J=@+10r|=—Jsoit2I=’é+1doncl=%(e"+1)etJ=—;(e"+1).

e cox d(SOitIz—I e” cosx dxdoncl=-J
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EXERCICE 3 5 points Candidats n'ayant pas suivi lenseignement de spécialité
Partie A

On considére I'équation : (Bf — (4 +i)z?+ (13 +4i)z- 13i = 0 olz est un nombre complexe.
1. i?’=—1doncf=—idoncsz=ialorsz®-(4+i)z?+(13+4i)z-13i=—i+(4+i)+(13+4i)i- 13|
22— (4+0)z2°+(13+4i)z2-13i=—i+4+i+13i-4-13i=0

Le nombre complexe i est solution de I'équation (E)

2. ZP-(4+0)Z%+(183+4i)z-13i=2%(z—i)-42°+13z+4iz-13i=2%(z—i)-4z(z-i)+13 ¢-i)
22— (4+i)z2?+(13+4i)z-13i=@—i) (z°—4z+13)

3. Z°-(4+01)z2*+(13+4i)z-13i=0- (z—i) (2°-4z+13)=0- z—i=0o0uz’-4z+13=0
z%—4z+ 13 = 0 a pour discriminaft= 4° - 4x 13 = — 36 = (6 ifdonczlz%:2—3iom2:2+3i

- (4+i)z°+(13+4i)2-13i=0- z=iouz=2+3iow=2-3i

Les solutions de I'équation (E) sonti; 2 + i+ 3 i

Partie B

1. La rotation de centre B et d’ang% a pour écriture complexez:— (2 + 3 i) = eiz [z-(2+31)].

%n%} [i-(2+30)].

I'affixe du point A, image du point A par la rotatioresta’ = (2 + 3 i) +[

soita’=(2+3i)+g(1+i)(—2—2i)=(2+3i)</_2 (1+i)2=2+3i-2f2idonca=2+i(3-2/2)

2. BC a pour affixe — 6 i BA' a pour affixe — 2/_2| donc BA' = % BC. Les points A B et C sont alignés.

/2

I'hnomothétie de centre B qui transforme C era4oour rapport? donc I'écriture complexe de I'homothétie de cefdrgui

transforme C en Pestz — b = g (z—b) soitz — (2 + 3 1) =?2 (z-2-31).
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EXERCICE 3 5 points Candidats ayant suivi 'enseigement de spécialité
1. s est la similitude directe de centre A qui transferle point C en le point H.

AH _|h-a| _ |-6i] _ 6 _3y2
AC [c-a| [8-8i] 82 8
h-a_ -6i _ -6i(1+1i)
c-a 8-8i 8(1+i)(1-1i)

Le rapport des estk =

=§(—1+i)doncar(§§]_—a =—E.
8 c—a 4

L'angle des est (AC, m) = arg: — : or

2.a. Siles points A et C soient invariants padorsa z, +b=z,eta z. +b=z¢

doncpardifférencemembreamembr(a_A —z_c):zA—zCa a(-5-6i-3-2i)=-5+6i—-3+2Zia(-8-8i)=-8+8i

-1+ .
-1-i
L’écriture complexe ds est donc de la forn# = — iz +b

s(A):Adoncb:zA+iZ soitb=—-5+6i+i(-5—-6i)soli=1+i

sa pour écriture complex@= — i zZ+1+i
s est une similitude différente de I'identité adraattdeux points distincts A et C invariants derest la symétrie orthogonale d’axe
(AC).

2.b. Sis(H)=Ealorgg=-iz, +1+i=5i+1+idongg=1+6i

2.c FestlecercledecentreFderayonaForAF5+—6i—(—2+i)|:|—3—5i|#34
EF:|1+6i—(—2+i)|:|3+5i|\¥34 = AF donc E appartient au cer¢le

- L2yt Z .
3. | est le milieu de [AC] donc a pour afflxez— =—1+2i

Le point G est I'image du point | par 'homothéde centre B et de rappogt donc BG :g Bl soitzg—zg = %(L —Zp)

2 1 . 1 . . 2.
Zg=—2 1+ =2gS0itzg==(—-2+4i-7-2i)==-3 +i
G 3I 3 B G 3( ) 3

HF a pour affixe —2+i+5=3 +i

HG apouraﬁixe—3+§i+5:2+§': %(3+i) doncHG =

HF

wln

Les points H, G et F sont alignés.

Remarques :
| est le milieu du cété [AC] du triangle ABC dorl) est une médiane de ce triangle

BG =§ BI donc G est le centre de gravité de ce triangle%aie la médiane a partir du sommet)
On retrouve ici deux propriétés des triangles :
le centre du cercle circonscrit F, le centre deitgG et I'orthocentre H sont alignés G zg HF

Le symétrique orthogonal E de l'orthocentre H diartgle ABC par rapport au c6té (AC) de ce triangfgartient au cercle
circonscritl” a ce triangle
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EXERCICE 4 4 points  Commun a tous les candidats
1. Réponsal
On a une succession de 5 expériences aléatogesgdes et indépendantes, chacune d’elles aidsues :
* le représentant de commerce vend un proguit @,2)
* le représentant de commerce vend un produit{ —p = 0,8)
donc la variable aléatoire comptant le nombre delyits vendus suit une loi binomiale de paraméfe®,2).

5
p(X=2) = (2} x 0,22 x 0,8° = 0,2048

2. Réponséy

P
1
3
F 2
0,7 3
P
25 P
1
10
G 9
10
P
p(G n P) = 0,25« %): 0,025 ep(F n P) = 0,75« % =0,25
La probabilité qu’il ait eu son permis du premieup est égale &(F n P) +p(G n P) = 0,75« :—13 + 0,25x% %= 0,275
3. Réponsé
E
0s(G) = p(Pn G)_ 0,02t 0,001
p(P) 0,27t
4, Réponsa
L'aire d’'un disque de rayon 10 est A 1tx 10% = 1007 2
L'aire d’'un disque de rayon 20 as 207 = 4007t
L’aire de la couronne comprise entre ces deux esrest donc :
A, =40071— 1001t = 300TTS0it A, =3 A, L
L'aire d’'un disque de rayon 30 as& 30? = 9007t
L'aire d’'un disque de rayon 20 as 207 = 4007t
L’aire de la couronne comprise entre ces deux esrest donc :
900T1T— 40071T= 500TTS0It A3 =5 A4
La propriété que le tireur atteigne la zone roug@e. 3 % 3
La propriété que le tireur atteigne la zone rosedoest : -
P2=3p1
La propriété que le tireur atteigne la zone ros@es 5p;
pi+pz2+pz=1donc P,;=1 etplzé etpgzg
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EXERCICE 5 5 points Commun a tous les candidats
Partie A : Etude de certaines propriétés de la colre C

1+ x)ix—|n(1+ X)

e 2 e
1. f'(x)=1- - 5 =1- 1-In (1+2X ) = (Lt x)" = 1+ I? (1+ x )pour toutx de l'intervalle ] = 1 ; oo [.
@+x) 1+ x) @+ x)
2. Pour toutx de l'intervalle ] = 1 ; 40 [, on poseN (X) = (1L +x)2— 1 + In (1 +x).

N est définie dérivable sur 'intervalle ] = 1 pet[, N'(X) =2 (1 +x) + 1%
X

x>—1donc 1 >0 etN’(x) >0 donc\ est strictement croissante sur ] — 1o f
N(@©0)=1-1+In1=0 &\l est strictement croissante sur ] — 1o fdonc si— 1 <« < 0 alorsN (x) <N (0) soitN (x) <0
six>0,N (x) >N (0) doncN (x) > 0.
f'(x) = Lx)z doncf’(x) ale méme signe qid:(x).
d+x)
si—1 <x< 0 alorsN (x) < 0 dond est décroissante sur]—1;0[.
six =0 alorsN (x) = 0.doncf est croissante sur [ O joe].

3. Pour déterminer les coordonnées du point d'intéisede la courbe C et de la droite D il faut réded (x) = x
_ . _ In 1+ x) ) In (L+x) _ ) _
soitrésoudre | —1;e [ Xx=Xx—- ———= = xO]-1;+0[,—————=0= xO]-1;+0[,In(1+x)=0
1+x 1+x

= xO]-1;+0[,1+x=1= x=0
Les coordonnées du point d’'intersection de la co@let de la droite D sont (O ; 0).

Partie B : Etude d'une suite récurrente définie a prtir de la fonction f .

1. f est croissante sur [ 0 ;e¢[, donc si 0 x < 4 alorsf (0) <f (x) <f (4) soit 0= f (X) < 4 _"1?5 <4

doncsix[0;4] alord (x) 0[0; 4]

2.b. Montrons par récurrence que, pour tout entier eaturO<u,< 4

Ug=4donc 0< ug < 4, la propriété est vérifiée ponr= 0.

Montrons qu’elle est héréditaire c’est-a-dire qoamtoutn deN, si0O<u,<4 alorsku,,1<4
f est strictement croissante sur [0 ; 4] doncsiuQ, <4 alorsf (0)<f(u,)<f(4)

or pour tout entier naturel par :u,.;=f(u,);f(0)=0etf(4)<4donc xu,,,<4.

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrialeN.

) In(1+uy)

C. pour tout entier naturél: 0<uUp,;—U,=————
1+u,
In(1+uy,) . L
O<u,<4doncl+4,<1 donc1+— >0doncu,+1—Uu,<0. La suite ) est décroissante.
u n

d. La suite (1,) est décroissante minorée par O donc est conviergeén note sa limite alors & ¢ < 4.
e. Pour tout entier naturel, par :u,.,=f(u,) ; la fonctionf est continue sur [0 ; 4] et pour tout entier naltoyu, 0 [0 ; 4], la

suite (1,,) converge ver$ donct est solution dé (x) = x.
D’apres la question 2. de la Partie Il, 'équatidr) = x admet pour seule solution 0 dohe O.
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