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Les relations métriques dans le triangle rectangle.
1ère relation : 
Dans un triangle rectangle, le carré de la hauteur relative à l’hypoténuse est égal au produit des segments qu’elle détermine sur l’hypoténuse.
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Données : 
Soit un triangle PMN rectangle en P
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 est la hauteur relative à l’hypoténuse.

Pour plus de lisibilité de la démonstration, les longueurs des cotés ont été nommés (voir dessin)

Thèse :

H² = r.s
Démonstration :

Nous avons trois triangles rectangles donc par Pythagore appliqué 3 fois :

b² = r² + h² dans le triangle ABD

c² = s² + h² dans le triangle BDC

a² = b² + c² dans le triangle ABC

Or a = r + s et donc a² = (r+s)² = r² + 2rs + s²

Donc, par transformation, on a :

a²=b²+c²

r² + 2rs + s² = (r² + h²) + (s² + h²)
r² + 2rs + s² = r² + 2h² + s²

par conséquent  comme r² et s² apparaissent dans les deux membres  

2rs = 2 h²

et donc

rs = h²

Par conséquent, dans un triangle rectangle, le carré construit sur la hauteur  relative à l’hypoténuse a même aire que le rectangle qui a pour côtés les deux segments que cette hauteur détermine sur l’hypoténuse.
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Le carré rouge a même aire que le rectangle vert !
2ème relation
Dans un triangle rectangle, le carré d’un côté de l’angle droit est égal au produit de l’hypoténuse par la projection de ce côté sur l’hypoténuse.
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Données : 
Soit un triangle PMN rectangle en P
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 est la hauteur relative à l’hypoténuse.

Pour plus de lisibilité de la démonstration, les longueurs des cotés ont été nommés (voir dessin)

Thèse : b² = ra

 c² = sa

Démonstration :

a = r + s (1)
donc ar = (r+s).r  (on peut toujours multiplier les deux membres d’une égalité par un même nombre.)

aar = r² + sr  (on applique la distributivité)

ar = r² + h² ( 1ère relation ci-dessus h² = sr)
ar = b² (par Pythagore dans le triangle rectangle MDP :  b² = r² + h²)
On montre de la même manière que  c² = sa,(on multiplie les deux membres de l’égalité (1) par s au lieu de les multiplier par r et la démonstration suit)

Par conséquent : dans un triangle rectangle, le carré construit sur l’un des côtés de l’angle droit a même aire que le rectangle qui a pour côtés l’hypoténuse et la projection orthogonale de ce côté sur l’hypoténuse.
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Le carré vert a même aire que le rectangle rouge.
b² = ra
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Le carré bleu a même aire que le rectangle rouge.
c² = as
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