Reproduction des chamois dans un parc
La population de chamois dans un parc se partage en deux classes d’age, les « jeunes » et les « vieux ». On note u, le nombre
d’animaux « jeunes » I’année de rang n, et y , le nombre d’animaux « vieux » I’année de rang n. On suppose que :

. 50 % des animaux « jeunes » passent dans la classe des « vieux » d’une année a I’autre
. le taux de mortalité est de 25 % dans la classe des « jeunes » et de 75 % dans la classe des « vieux » ;
) le taux de natalité est de 200 % pour la classe des « vieux », les « jeunes » n’étant pas encore en mesure de se reproduire.

Enfin, on introduit chaque année dans le parc 20 jeunes chamois supplémentaires.
Au début de I’étude, c’est-a-dire I’année de rang 0, il y a 400 jeunes chamois et 100 vieux chamois.
1.a. Vérifierqueu; =320 etv, = 225.

b. Exprimer u, ., etv,. en fonction de u, et de vy,

u n 7 - - 7 -
2. On note U , :[ J . Déterminer la matrice carrée A et la matrice colonne B tellesque: U, =AxU,+B
3.a. Soit |, la matrice unité d’ordre 2. Montrer que la matrice E = | , — A est inversible et déterminer son inverse.
b. Montrer qu'il existe une unique matrice C telle que C = A C + B, et déterminer C.

4. Soit la matrice V , telle que, pour tout entier natureln:V,=U,-C
Montrer que V.1 = A X V.

5. Soit lamatrice P = ( i 21 J Calculer P, puisD=P ' AP.
En déduire A" en fonction de P, D" et P. Calculer la matrice A" en fonction de n.
a. Déterminer alors les coefficients de la matrice V , en fonction de n.
En déduire la matrice U, en fonction de n.
Exprimer u, et v, en fonction de n.
a. Quelle est la limite de chacune des suites (u,) et (vp) ?
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Quelle est la limite de la suite (w,,), ol w, = —~°? Interpréter ce résultat.
v

n

CORRECTION
1.a. Au début de I’étude, c’est-a-dire I’année de rang 0, il y a 400 jeunes chamois et 100 vieux chamois.
50 % des animaux « jeunes » passent dans la classe des « vieux » d’une année a I’autre donc 200 chamois deviennent vieux
Le taux de mortalité est de 25 % dans la classe des « jeunes » donc 400 x 0,25 = 100 jeunes chamois meurent
Il reste donc 400 — (200 + 100) = 100 jeunes chamois.

Le taux de mortalité est de 75 % dans la classe des « vieux » donc 100 x 0,75 = 75 vieux chamois meurent
Il reste donc 100 — 75 = 25 vieux chamois

Le taux de natalité est de 200 % pour la classe des « vieux », donc les 100 chamois initiaux donnent 2 x 100 = 200 jeunes chamois
On introduit chaque année dans le parc 20 jeunes chamois supplémentaires.

Uu;=400x0,25+2x100+20=320etv; =400 x 0,5+ 0,25 x 100 = 225.

b. D’une fagon générale : en partant d’une population de u, jeunes chamois et de v, vieux chamois, on a au bout d’un an :
50 % des animaux « jeunes » passent dans la classe des « vieux » d’une année a I’autre donc 0,5 u,, chamois deviennent vieux
Le taux de mortalité est de 25 % dans la classe des « jeunes » donc 0,25 u , jeunes chamois meurent

Il reste donc 0,25 u , jeunes chamois.

Le taux de mortalité est de 75 % dans la classe des « vieux » donc 0,75 v, vieux chamois meurent
Il reste donc 0,25 v, vieux chamois

Le taux de natalité est de 200 % pour la classe des « vieux », donc les v, chamois initiaux donnent 2 x v, jeunes chamois
On introduit chaque année dans le parc 20 jeunes chamois supplémentaires.

jeunes vieux | décédés
jeunesu, | 0,25u,+20 | 05u, | 0,25u,
vieux v, 2 %XV, 0,25v, | 0,75v,

Un+1=025up+2xv,+20etv,+1=05u,+0,25v,

Upig a b\(u, e u,,=au, +bv, +e
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Vn+l C d Vn f Vn+l=CUn+an+f
oFrun+1=025u,+2xv,+20etv,+1=05u,+0,25v,
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4, Vp.1=U,.1-C=AU,+B-C=AU,+B-(AC+B)
Va1=AU,-AC=A(U,-C)=AV,

=AU, +B L .
donc par difference membre a membre : U,.;-C=AU,-AC

n+1

C=AC+B
soitU,+1—C=AU,-C)doncV,.1=AV,

Autre solution plus rapide : {

1
2

5. p-l= doncP~'AP=
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6. P 'AP=DdoncPP *APP '=PDP 'orPP =P 'P=IldoncA=PDP!

Montrons par récurrence que A"=PD"P~!

La propriété est vérifiée pour n=1

Montrons qu’elle est héréditaire c'est-a-dire que pour tout entier nnon nul, si A"=PD"P talors A" *'=pD"*!p~1,
A"t = A" A or par hypothése de récurrence A" =P D" P! et d’autre part A= P D P~ donc en remplagant :

A" =PD"P'PDP ' doncA""'=PD"DP 'soit A""'=PD"*'DP*

La propriété est héréditaire donc pour tout nde N* A"=pPD" P,
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Le numérateur et le dénominateur ont pour limite + oo quand n tend vers + oo donc on a une forme indéterminée
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A long terme il y aura deux fois plus de jeunes que de vieux.



