Métropole juin 2008

Le plan complexe est rapporté au repere orthonadimadt (O ;G ,\‘/).
Soient A et B les points d’affixes respectivas= 1 —i etzg=7 + % i

1. On considére la droitel)(d’équation 4x + 3y = 1.
Démontrer que I'ensemble des points dg dont les coordonnées sont entiéres est I'enseddésepoints M(3k + 1, — 4k — 1)
lorsquek décrit I'ensemble des entiers relatifs.

2. Déterminer I'angle et le rapport de la similiudirecte de centre A qui transforme B en M- 2 ; 3).
3. Soits la transformation du plan qui a tout point M dieéfz associe le point M' d’affixe

2. 1 5.

Z=—iz+=—-=l

3 3 3
Déterminer I'image de A pa; puis donner la nature et les éléments caragtprest des.
4. On note B I'image de B pas et pour tout entier naturalnon nul, B, , ; I'image de B, pars.
a. Déterminer la longueur AB; 1 en fonction de AR.
b. A partir de quel entiem le point B,, appartient-t-il au disque de centre A et de rayon’ ?
C. Déterminer I'ensemble des enti@rpour lesquels A, Bet B,, sont alignés.

CORRECTION

1. Chercher les points dd)(dont les coordonnées sont entiéres revient aidésaan I'équation 4x + 3y = 1.

Une solution de I'équation¥+ 3y=1estle couple (1;-1) X1 +3x(-1)=1

Par différence membre a membrex4-(1) + 3y +1) =0

soit4 k—1) =—3y+ 1), donc 3 divise X(- 1)

or 4 et 3 sont premiers entre eux donc d'aprélsdereme de Gauss, 3 divise 1 donc il existe un entier relakiftel quex — 1 = 3k

En remplacantdans &€ 1) =— 3y + 1), on obtient &« 3k=—-3x (y+ 1) doncy + 1 = — 4k

Vérification : six=3k+ 1l ety=—4k—-1alors 4 (k+ 1) + 3 (— &k - 1) = 1 donc I'ensemble des points dedont les coordonnées
sont entiéres est I'ensemble des pointg(8k + 1, — 4k — 1) lorsquek décrit I'ensemble des entiers relatifs.

A
2. Sis est une similitude directe de centre A qui tramsf®B en M., (— 2 ; 3) alors le rapport de la similitude kst et
I'angle de la similitude estAB ; AM 21)
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donc =|—=i| = = doncs est une similitude directe de rappert
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(AB;AM _,) = arg soit (AB; AM _, ) = arg EI doncs est une similitude directe d angfzg a 2Tmpres.
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3. l'image de A pas, est le point d'affixee = —i(1-i)+=—-—i= —+=—-—i+ —i=1—-idoncs(A) = A
g pas, p gl =D+ o-gi= oot o CS(A)
L'écriture complexe ds est de la forme& = a e +b aveca # 0 doncs est une similitude directe de centre A de rapper{ %i ‘ = :—23

et d’angle arg{%ij: g a 2mpres.

4.a. sestune similitude directe de centre A de rappgrt% ,S(B,)=B,+1donc AB, .= éAB n

La suite (AB, ) est une suite géométrique de premier termg ARB = ‘ 6+§ i ‘ =7,5etde raiso% donc AB,=7,5 (%)

4.b. Le point B, appartient au disque de centre A et de rayorf $Det seulement si AB< 10~ 2

soit si et seulement si 7(5%) <1072

7,5 (Ej <107% - (Ej <2 x107%- (§j > 155107 = NN 152N 750 = n> 750 o 46 N 750
3 3) 15 2) ~ 2 In7,5 In7,5

B ., appartient au disque de centre A et de rayorf $Det seulement si> 17

< 17 donc le point



4.c. B,=s""'(B,) ous" 'désigne la composée de- 1 fois la similitudes

s est une similitude directe de centre A, d’ané&eé\ 2miprés dons" "~ est une similitude directe de centregAet d’angle § — 1)2
a 2Tmpres.

donc (AB,,AB )= (n— 1)2 a 2mprés.

A, B, By sontalignés si et seulement 8K, , AB , ) =k maveck O Z soit si et seulement gi ¢ 1)%[ =kTa2mnprées

soitn— 1 = 2k + 4p aveck etp dans Z soih = 2k + 4p + 1 ou encor@ impair
A, B et B, sont alignés si et seulemenhsést impair



