Nouvelle-Calédonie novembre 2009
Le plan est muni d'un repére orthonormal (O];). On considére la fonctidrdéfinie surR par :f (x) =x?e™ .

On notef ' la fonction dérivée de.
1.a. Déterminer les limites de la fonctiben —o et +c.

b. Calculerf '(x) et déterminer le tableau de variationd de
C. En déduire le signe desurR.
2. Pour tout nombre réa) on considére l'intégrale : &)= J: f(x)dx.
a. Donner selon les valeurs dée signe de I4).
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b. A I' aide d'une double intégration par partiesitrer que pour tout nombre réei | (a) =2 — 2 e'a(1+ a+ %j .
i o L oa a a’
C. En déduire pour tout nombre réel Ee I(a) =e"—| 1+ a+7 .
X2

3. Soienfy eth les fonctions définies slit parg (X) = €*eth(x) = 1 +x + PR
On note C la courbe représentativegdet P celle dé.
a. Montrer que les courbes C et P ont la méme teegau point d'abscisse 0.
b. Déduire des questions précédentes la positiativeldes courbes C et P.

CORRECTION
l.a. lim x?e™*=0donc lim f(x)=0

lim e =+ de plus lim x?=+c donc lim f(x)=+e

X o —w X o -

b. f'(x)=2xe*-x’e*=x(2-x)e*

La fonction exponentielle est positive sur IRd6ig) a le méme signe que(2 —x)

X — 0 0 2 + 00
f'(x) - 0 + 0 -

. +oo\ . / 4e‘2\ 0

C. f est décroissante sur ps-; Oletf (0) = 0 dond (x) > 0 sur ] — ; 0]
f est croissante sur [0 ; 2]fef0) = 0 dond (xX) >0 sur [0 ; 2]
f est décroissante sur [2 pet{ et lim f(X) = 0 dondf (X) > 0 sur [2 ; +oo [ donc pour touk réel,f (xX) >0

2.a. festcontinue sur IRet pour toutéel,f (x) > 0 donc sa> 0 alors |1&) >0
f est continue sur IRet pour toutéel,f (x) >0 donc se<0 alors 16) <0
b. u'(x) = e *doncu(x) = — e *etv(x) = x2doncv/(x) = 2x
— | _v2a-X a a _ - X — 2 - a - X
donc I@) = [-x* e ]O —'[O 2xe ¥ dx =-a’e a+2j0 xe X dx
de méme sil'(x) = e *doncu(x) = — e *etv(x) =x doncv'(x) = 1
'[Oa xe ™ dx =[-xe "] : - _[: —e"dx =-ae?-[e”"] : ——ae?-e?®+1=-6?l+a)+1
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|(a)=—a2e‘a—2e‘a(1 +a)+2:2_2éa(1+a+a7]_

a2
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C. Pour tout nombre réal: I(a) =2 - 2 e'a(1+a+7J donc € l(a) = 2 ea—2(1+ a+a7]
iap L oa a a’
donc pour tout nombre réal: Ee (@) =e"—| 1+ a+7 .

3.a. ¢'(x)=e"donc latangente & C au point d'abscisse 0 dsbite passant par A (0 ; 1) de coefficient diracg(0) = 1
h'(x) = 1 +x donc la tangente a P au point d'abscisse O dsbi@e passant par A (0 ; 1) de coefficient diract#(0) = 1

Les deux tangentes passent par le méme point & ar@me coefficient directeur donc sont confondues

les courbes C et P ont la méme tangente au painsasse 0.
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b. g(x) —h(x) = &* - (1+ x+x7] d'aprés la question 2.g(x) —h(x) = 2 I(x) or :

six> 0 alors 1&) > 0 donc sk > 0, g(x) —h(x) > 0 donc C est au dessus de P sur [@o;[+
six< 0 alors 1K) < 0 donc sk < 0,g(x) —h(x) < 0 donc C est en dessous de P suw];-0].



