LIBAN JUIN 2007
Soientf etg les fonctions définies sur l'intervalle ] 0 pe+[ par :f (x) = Inx etg (x) = (InX)
On note C et C les courbes représentatives respectives ety dans un repére orthogonal. Les courbes C es@ht données ci-

dessous.
i
0 i
1.a. Etudier le signe de (Ir) (1 - Inx) sur] 0 ; +o [.
b. En déduire la position relative des deux courbes C’' sur] 0 ; +o [.
2. Pourx appartenanta] 0 ;o [, M est le point de C d’absciszet N est le point de Cde méme abscisse.
a. Soith la fonction définie sur] 0 ; 4 [ parh(x) =f (x) — g (X).
Etudier les variations de la fonctitrsur ] O ; +oo [.
b. En déduire que sur l'intervalle [1 ; €], la valenaximale de la distance MN est obtenue pogr\/Te .
C. Résoudre dans ] 0 ;o [ I'équation (Inx) > - Inx = 1.
d. En déduire que, sur] 0; 1] e ; +« [, il existe deux réela etb (a < b) pour lesquels la distance MN est égale a 1.
3.a. Alaide d'une intégration par parties, calcul 1? In xdx.
b. Vérifier que la fonction G définie sur ] 0 ;o¢[ par G&) = x [(In X) 2 - 2 Inx + 2] est une primitive de la fonctiansur ] 0 ;
+ oo .

C.

On considére la partie du plan délimitée par lesloes C , C et les droites d’équations 1 etx = e.

Déterminer l'aire A en unités d’aire de cette gadu plan.

b.

CORRECTION
X 0 1 e +o
In x - 0 + +
—Inx + + 0 —
(Inx) (1 — Inx) - 0 + O —

f(X)—g(®) =(nx) (1 —Inx)

doncsur]0;1[et]e;e [C;esten dessous dgC
doncsur]l; e[ @estaudessus deg,C
Les deux courbes se coupent aux points d’abscisse.1

2.a.

h est définie dérivable sur] 0 ;e¢[, h'(X) = 1-2Inx

x> 0 dondh'(x) a le méme signe que 1 — 2xn

1-2Inx>0« Inx<% -~ 0<x<,e

1-2Inx + 0 - +
h'(x) + + _




2.b. hestcroissante sur ] Ol-;\/_e] et décroissante sug/re ; +oo [ donch admet un maximum eq/_e .

Sur [1; e], Gest au dessus deg;donc MN =f (x) —g(x)
MN = h(x)

2
donc la distance MN admet un maximum pmur\/_e et la valeur maximale de cette distancmeq't_e) = %—(é) soit :11

2.c.  Soit X = Inx, I'’équation devient: X=X -1 =0

1-45 1+ 5
A=5donc X = 2\/7etX2=T\/_

X=Inx - x=¢&*
1-,/5 1+,/5

on obtient donc pour solutiomg =e 2?2 etx,=e ?

2.d. sur]O;1l[et]e;+[C;estendessous deC
donc la distance MN g(x) —f ()

-3 148
MN=1< (InX)?—Inx=1o x,=e 2 etx,=e 2
d’'apres la question précédente

1-/5 1+./5
O<x;<eetx,>edoncsur]0;1[et]e;o][ il existe deuxréelaeth(a=e 2 etb=e 2 aveca<b) pourlesquels la
distance MN est égale a 1.

e e e 1
3.a .[1 Inxdx =[xIn x]l—J'1 x><;dx
Jle Inxdx = [xIn x]f—Jleldx:eIne—lnl—(e—l)

Inezletlnledonj':leInxdx:1

3.b. G estdérivable sur] 09 [
G =(nx)2=2Inx+2 +x[E In x—z}
X X
G =(>Inx)2=2Inx+2+2Inx-2
G() =(nx)*=9(x)
donc G est une primitive de la fonctigrsur ] O ; +oo [.

o

Sur [1; e], Gest au dessus dg,C

3.

A= Le In xdx—.[le (Inx)*dx
A=1-[G(e) - G(1)]
A=1-(e—2)

A=3-eua



