Pondichéry avril 2010

Les parties A et B peuvent, dans leur quasi-t@aétre traitées de fagon indépendante.

Partie A

Dans cette partie, on se propose d’étudier desles@ b) d’entiers strictement positifs, tels qaé=b>.
Soit @@ b) un tel couple el = PGCDA, b). On noteu etv les entiers tels que=duetb=dv.

1. Montrer quai®=dv?

2. En déduire quediviseu, puis ques =1

3. Soit @, b) un couple d’entiers strictement positifs.

Démontrer que I'on a® = b?®si et seulement si etb sont respectivement le cube et le carré d’'un mémtier.

4. Dans cette question, toute trace de recherche, mAooenpléte, ow'initiative, méme non fructueuse, sera prise en ¢cemp

dansl’ évaluation.

Montrer que sh est le carré d’'un nombre entier naturel et le alibe autre entier, alons= 0 [7loun=1 [7].
Partie B

Dans I'espace muni d’'un repere orthonormal (OT;,E) on considére 1a surface S d'équatidrc y? = z°.

Pour tout réel, on note G la section de S par le plan d’équationA.
1. Les graphiques suivants donnent I'allure der@cée dans le plan d’équatipr A, selon le signe de.
Attribuer a chaque graphique I'un des trois casasus A < 0,A = 0,A > 0, et justifier I'allure de chaque courbe.
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(pas de courbe visible) - he—

graphique | graphique 2 graphique 3

2.a. Déterminer le nombre de points degs@ont les coordonnées sont des nombres entiectestent positifs.
b. Pour cette question, on pourra éventuellemeiderae la question 3 de la partie A.
Déterminer le nombre de points degggsdont les coordonnées sont des nombres entiectestiént positifs.

CORRECTION

Partie A

1. Soit @, b) un tel couple etl = PGCD&, b). il existe deux entiers etv premiers entre eux tels qgaeedu etb=d v.
donc en remplagantd (1) 2= (d v) *soitd?u?=d3v?

d#0doncu®=dv>

2. u?=dv3doncv diviseu? soitv diviseu x u
d’'aprés le théoreme de Gaussliviseu x u etv etu sont premiers entre eux, dondiviseu
PGCD (@ ;Vv) =1 or sivdiviseu, PGCD (1;v) =vdoncv=1

3. sia?=b?, d’aprés la question précédente 1 donc en remplacant dams d v etu?=d v?, on obtientb =d etu?=d donc
a=du=u®etb=u?donca etb sont respectivement le cube et le carré d’un mémtier.

Réciproquement

sia etb sont respectivement le cube et le carré d’un mémtierd, alors il existe un entidetel quea = k* etb = k?

donca’?= (k®)?=k°etb®= (k?)*=k®donca’=b?

donca?=b?si et seulement si etb sont respectivement le cube et le carré d’'un mémtier.

4, Montrer que s est le carré d’'un nombre entier naturel et le aiba autre entier, alonrs= 0 [7loun=1 [7].
S'il existe deux entiera etb tels quen = a? =b®alors d’aprés la question précédente il existentierk tel quea = k® etb = k? donc
tel quen =k®

k [ o] 1] 2] 3] 4] 5] 6
k® | o | 2 2| 2] 2] 1] 1

doncn=0([7]oun=1[7].

Partie B

1. C, a pour équationsx®xy?=X3%etz=A
SiA < 0il est impossible que? x y? qui est positif ou nul, soit égalddonc G, est le graphique 2

SiA =0Oalorsx®*xy?= 0+« x= 0 ouy = 0 donc G est le graphique 1, Qest la réunion des deux axes dans le plan d’é@nat A
Si A > Opar élimination ; le graphique 3 représente la lbou,.

SiA >0, G, est I'ensemble des points du plan d’équatien\ tels quex®x y?=\?3

NE)

X

ce qui se décompose en deux partieg = A% etxy=—/A® soity =A ety = —)\Q
X



C,, quand\ > 0, est donc la réunion de deux hyperboles éguda.

(pas de courbe visible)

graphique 1 graphique 2 graphique 3

\ 25° \ 25°
X X

2.a. Cysa pour équations : sgjt= soity = — dans le plan d’équatian= 25

Soit C,s a pour équations : sgit= 125 soity = — 125 dans le plan d’équatian= 25
X X

. , . . . " 125 . . "
Si les coordonnées des points dg €bont des nombres entiers strictement positifssglor 0 et—— est un entier strictement positif
X

doncx est un entier strictement positif qui divise 125
soitx =1 oux =5 ou 25 ou 125.

les points cherchés ont donc pour coordonnégd A125 ; 25), A (5;25;25), A(25;5;25) et AA,(125;1;25)

b.  Canoa pour équations xf) 2= z* avecz = 2010

d’aprés la question a. &.: a?=b? si et seulement si etb sont respectivement le cube et le carré d’un mémtier, avec ica = xy
etb=2z

or 2010 n’est pas le carré d’'un nombre entier déauiation & y) > = 2010° n'a pas de solutions entiéres.



