1. On considére I’algorithme suivant :

Saisir un réel strictement positif non nul a

Entrée Saisir un réel strictement positif non nul b (b > a)
Saisir un entier naturel non nul N

Affecter au la valeur a

Initialisation | Affecter a v la valeur b

Affecter an la valeur 0

TANTQUENn<N

Affecter anlavaleurn+1

Affecter au la valeur a—;b

Traitement 5 5
R a‘+b
Affecter a v lavaleur , / —

Affecter aa la valeur u
Affecter ab la valeur v
Sortie Afficher u, afficher v

Reproduire et compléter le tableau suivant, en faisant fonctionner cet algorithme pour a =4, b =9 et N = 2. Les valeurs successives de u et
v seront arrondies au millieme.

n a b u v
0 4 9
1
2
Dans la suite, a et b sont deux réels telsque 0 <a <h.
On considére les suites (u ) et (v,,) définies par :
_ u, +v, uZ+v?
Uo=a, Vo= Dbet, pour tout entier natureln: u, , , = 5 etv,,,= 5
2.a. Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona:u,>0etv,>0.
2
u,-v
b. Démontrer que, pour tout entier natureln: v2_, —u? . :{ . 5 "j .
En déduire que, pour tout entier naturel n,onau,<v,.
3.a. Démontrer que la suite (u,) est croissante.
b. Comparer v?Z_, etu?’, ,.En déduire le sens de variation de la suite (v ).
4. Démontrer que les suites (u,) et (v,) sont convergentes.
CORRECTION
1.
a b u v
4 9 4 9

6,5 6,964 6,5 6,964
6,732 6,736 6,732 6,736

NI, |O|>S

2.a. Montrons par récurrence que, pour tout entier naturel n,ona:u,>0etv,>0.
Initialisation :ug=a,vo=bor aetb sont deux réelstelsque0O<a<bdoncuy>0etvy>0

Hérédité : Montrons pour toutnde N, quesiu,>0etv,>0alorsu,.;>0etv,.;>0.

u_ +v

u, ,=———oru,>0etv,>0doncu,.; >0
uZ+v?
et v, =4 — 5 L oruy,>0etv,>0doncv,.q>0.Lapropriété est héréditaire

Pour tout entier naturel n,ona:u,>0etv,>0.



2
) ) uZ+v? {un+vnj
b. Vi, —Up, = - .

n+ 1 n+1
2

2 2 2 2
Up+v, uj+v.+2u, v,

2 2 _ n
vn+1_un+1_ 2 - 4
2 2 2 2 2 2
5 ) 2ui+2v, ui+vi-2u, Vv, U +Vv -2U Vv,
vn+1_un+1: - -
4 4 4

n+1

2
. . 2 2 u n _vn
pour tout entier natureln : v u —_— .

Pour tout entier natureln,ona v , —u?’, , >0
donc v2,,>u?, ,, or pour tout entier naturel n,u,>0etv,>0doncv,>u,.

Pour tout entier naturel n,onau,<v,.

u,+v, . u, +u, U, +v, . i
d.a. U, == or pour tout entier naturel n, on a u, < v, donc 5 < 5 soit u, < u,+ 4 donc la suite (u,) est
croissante.
2
- 2 2 un _vn
b. pour tout entier natureln: v, ,—u., , = —

n+1=%n+1"

2
u —-v
or[%j >0donc v? ,>u?

2 u§+V: H 2 2
v’ , =—"—" or pour tout entier naturel n,ona u? <v’
2
2 2 2 2
u-+Vv V- +V
donc ~—"<-" " doncv?, <v’
2 2

or pour tout n entier naturel, v, >0 donc v,+1 <V, donc la suite (v,) est décroissante.

4. Pour tout n entier naturel, u, <v, or la suite (v,) est décroissante donc v, < v donc pour tout n entier naturel, u, <v,
La suite (u,,) est croissante et majorée par v, donc est convergente.
Pour tout n entier naturel, 0 <v,. La suite (v,) est décroissante et minorée par 0 donc est convergente.

u +Vv
Soit € la limite de (u,) et L la limite de (v, ) pour toutn de N,ona u, :% donc ¢ = % donc € =L.



