Polynésie juin 2011

Exercice 1 (5 points) Commun a tous les candidats.

Pour chacune des propositions suivantes, indiquelies est vraie ou fausse et donner une démotistrate la réponse choisie. Une
réponse non démontrée ne rapporte aucun point.efoist toute trace de recherche, méme incomplétd’initiative, méme non
fructueuse, sera prise en compte dhasaluation.

Le plan complexe est muni d’un repére orthonorniralod (O ;u , v).

1. Soient A le point d'affixe 2 — 5i et B le point dfixe 7 — 3i.
Proposition 1 : Le triangle OAB est rectangle isocéle.

2. Soit () 'ensemble des pointd d’affixe ztelle que g—i|=|z+ 21 ].
Proposition 2 : (A) est une droite parallele a I'axe des réels.

3. Soitz=3+iy/3.

Proposition 3 : Pour tout entier naturelnon nul,z*" est imaginaire pur.
4, Soitzun nombre complexe non nul.

" T ,
Proposition 4 : Si 3 est un argument dealors |i+z| =1 + |z].
5. Soitzun nombre complexe non nul.

" . s 1 .
Proposition 5 : Si le module de est égal & 1 alos’ + — estun nombre réel.
z

Exercice 2 (5 points) Enseignement obligatoire
Un joueur débute un jeu vidéo et effectue plusiparsies successives.
On admet que :
» la probabilité qu'il gagne la premiére partie est0jl ;
» s'il gagne une partie, la probabilité de gagnesuaante est égale a 0,8 ;
» 'l perd une partie, la probabilité de gagnerdavante est égale & 0,6.
On note, pour tout entier naturehon nul :
* G, l'événement « le joueur gagneridaéme partie » ;
e p,la probabilité de I'événement,G
Onadongp,=0,1.

1. Montrer quep, = 0,62. On pourra s'aider d’un arbre pondéré.
2. Le joueur a gagné la deuxieme partie. Calculerddabilité qu'il ait perdu la premiére.
3. Calculer la probabilité que le joueur gagne au maine partie sur les trois premiéres parties.
4. Montrer que pour tout entier naturehon nul,p .+ :é P, +g.
. . 3 13(1
5. Montrer par récurrence que, pour tout entier nhturen nul,p, = 2 4l
6. Déterminer la limite de la suit@ {) quandn tend vers +eo,
7. Pour quelles valeurs de I'entier natuneh-t-on :% -p,<1077.

Exercice 2 (5 points) Enseignement de spécialité
On rappelle la propriété, connue sous le nom déthébréeme de Fermat :
Sip est un nombre premier aest un entier naturel non divisible garalorsa®~*= 1 (modulop).
On considere la suitei () d’entiers naturels définie pau; = let, pour tout entier natunelu ., = 10u, +21.
1. Calculeruq, u, etus.
2.a. Démontrer par récurrence que, pour tout entierrabity3u, = 10" - 7.
b. En déduire, pour tout entier naturel’écriture décimale da,.
3. Montrer queu, est un nombre premier.
On se propose maintenatiétudier la divisibilité des termes de la sUjte,) par certains nombres premiers.
Démontrer que, pour tout entier natuneli, n’est ni par 2, ni par 3, ni par 5.
a. Démontrer que, pour tout entier natureBu, =4 — (- 1J' (modulo11).
En déduire que, pour tout entier naturgl , n’est pas divisible par 11.
a. Démontrer I'égalité : 18 = 1(modulo17).
En déduire que, pour tout entier natueal 1+ g €St divisible par 17.

coouk
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Exercice 3 (5 points)Commun a tous les candidal
Partie A : Restitution organisée de connaissanc
On supposera connus les résultats suivants :

. Soientu etv deux fonctions continues sur un intervaa ; b].
Pour tous réela etB, [ * (a f()+Bg®)dt=a| fmdt +[ gdt
. Siu désigne une fonction continue sur un intervea ; b] etU une primitive deu sur [a; b]

alors [ " u(9d x=[ U] "= U~ U3.

En utilisant la formule de dérivation d’ymnoduit de deux fonctions dérivable dérivées continues sur un intervaa; b,
démontrer la formule d’intégration par parties.

Partie B

On consideére la fonctiohdéfinie sur ] 0 ; 4o [ parf (x) =x?In x.

La courbe (C) représentative de la foncfigians le plan murd’un repére orthonormal (Cf,;f) est donnée en anne

1.a. Déterminer la limite déen +co.

b. Etudier les variations desur ] 0 ; +oo [.

2. Pour cette question, toute trace de recherche, mécompléte, sera prise en compte dégsaluation

Démontrer qu'il existe une tangente unique a laloeC ) passant par

Préciser une équation de cette tangente.

3. On considere le solide obtenu par ratatiutour de I'axe (@) de la région plane déiitée par la courbe (C I'axe (Ox) et les

. . . 1
droites d’équations<== etx= 1.
e

o o . 1
On noteV unemesure, exprimée en unités de volume, du volumeedmlidi et on admet queV. = _[ 1 T F(X)] 2d x.
e

5

a. Montrer qu’une primitivede la fonctiorx — x*Inxsur] 0 ; 4o [ est la fonctiorx — % (5Inx-1).
o x tas s . . T 37
b. En déduire, a l'aide dhe intégration par parties, quV = 15 2-—|.
e
/
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Exercice 4 (5 points}Commun a tous les candidat:
Onconsidére le cube ABCDEFGH de c6té 1 représe-dessous.

H G

e = — —_————JC
7
7
7
7
7

A B
Dans tout I'exercice, #space est rapporté au repére orthono(D ; DA, DC, DH).

On note K le barycentre des points pondérés (f 1, 2)
Partie A

1. Montrer que le point K a powoordonnée [é ; é ; —3 .
2. Montrer que les droites (EK) et (DF) sont orthodes
3. Calculer la distance EK.

Partie B

SoitM un point du segment [HG].

On notem= HM (mest donc un réel appartenanta [0 ;

1. Montrer que, pour tout réet appartenant I'intervalle [0 ; 1], le volume du tétraedrévEED, en unités de volume, est ég
1
E .
2. Montrer qu’une équation cartésienne du pMFD) est (— 1 4m) x+y—m z= 0.
3. On noted ,, la distarte du point E au plartMFD).
a. Montrer que, pour tout réet appartenant l'intervalle [0 ; 1],d = ! .
J2m2-2m+ 2
b. Déterminer la position d&l sur le segment [HG] pour laquelle la diste d ,, est maximale.
C. En déduire que lorsque la distamtgest maximale, le point K est projeté orthogonal de E sur le pldMFD).
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CORRECTION

Exercice 1 (5 points) Commun a tous les candidats.
1. Proposition 1 : VRAIE
OA?=|2-5if=2%+5%=29;|ABf=|(7-3)-(2-5i)=|5+2if=29

OB?=|7-3if=49+9=58donc OA = AB et OA+ AB?= OB“donc le triangle OAB est rectangle isocéle en A.

2. Proposition 2 : : VRAIE

Soit A le point d'affixe i et B le point d’affixe(2 i) I'ensemble des pointd d’affixe ztelle que g—i| =|z+ 2 i | est 'ensemble}]

des pointdM tels queMA = MB donc est la médiatrice de [AB]. A et B appartienina I'axe des imaginaires pur dod st une

droite paralléle a I'axe des réels.
Autre solution :
En utilisant I'expression algébrique de I'affixe Mle z=x + iy avecx ety réels alors

|z—i|=lz+2i|= |z=iP=|z+ 20 = [x+i(y-1) F=|x+i(y+2) [ =x®+y-1)°=x*+(y+2)*
o x?2+y?-2y+1=x’+y?’+4y+4 - 6y+3=0< y:_%_

3. Proposition 3 : FAUSSE

n 2 (3w
z=/3({3 +i)=2/3¢e'® doncz’= (Zﬁe GJ =2?x3[3e ¢
2%=24,[3 e'? doncz®= 24,/ 3i doncz® = — 24? x 3,7° n'est pas imaginaire pur.

4. Proposition 4 : VRAIE
Si g est un argument dealors il existe un résitel quez=iy avecy > 0

[i+z]|=]i(1+y)|=|1+y]ory>0doncl#>0donc|i+#|=1+y
y>0donck|=yetl+f|=1+y=]i+z]

5. Proposition 5 : VRAIE
-2
sile module de est égal & 1 alorg z = 1 donci2 =—

Z° 727

-2 1 -2
=z doncz’+ = =7°+z
z

2

—2 . . -2 , 1 .
les complexeg?et z~ sont conjugués dore? + z~ est un nombre réel, domé + — est un nombre réel.
z

Autre solution :

. . N S . i - . 1 i i
si le module de est égal & 1 alors il existe un réefel quez=e'* alorsz = e '“doncz’+ — = e'** + e'*® =2 cos ()
z

1 .
doncz®+ — est un nombre réel.
z
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Exercice 2 (5 points) Enseignement obligatoire
1. Si le joueur gagne au bout des deux parties sivia G,

gagné deux fois de suite (& G») soit perdu la premiére partie G, <g’§i
et gagné la derniérey; n G,) '

— G
P2=p(G1n G2) +p(G,n G>) ’
p,=0,1x0,8 + 0,9 0,6 = 0,62. ’ o G2

_ G, ——o

— G,nG ' —
2. Pe (G1)=p( ; 2)=0'9x0'6=2—7=0,87 G,
2 p(G,) 0,62 31

3. L'événement « le joueur gagne au moins une pautides trois premiéres parties » est 'événementrage de « le joueur
perd les trois premiéres parties » dprel —p(G, n G_2 N G_s) =1-0,9x0,4%x0,4 =0,856
4. Si le joueur gagne lan(+ 1)°™partie alors il a soit gagné la partie précédentgagné lar(+ 1)*™partie(G, n G, 1) soit

perdu partie précédente et gagnénla (L)°™partie(G , n Gn41)

doncpr+1=P(Gn N Gns1) +P(G, N Gni1) =Pax 0,8+ (1 4,) % 0,6

. 1 3
pn+l=012pn+01680|tpn+l:gpn+g'
1
5. Sin=1,p;=0,1 orE _18(1) _15-1s 2 =0,1 donc la propriété est vraie paur 1
4 4\5 4x5 20

4 4.5

p —Ep +§ orp —§—1_3£_1)n doncp —l E—E’[_ljn +_3_3_1_3(_1j"+1+_3_3+12_£3(_1j”+1

MITE P s TN T 4 405 17514 4ls5 5 20 4.5 5 20 4.5
3 13(1)””

Prns1=——"—"|—=

4 4\5
La propriété est héréditaire donc est vraie poutrriale N*,

n n+1
Montrons que pour tout entier natunahon nul, sip,, = %—1—43(—;] alorsp,+1= 3 —1—3(—1j .

6. —1<} < 1donc lim 1 =0 donc lim pn:=§
5 n-+eo { H n-+o 4
’ §_pn:1_3} 0'0“C§—I0n<10'7w1—3;1 <107 (1) <« Ax107w 575 3 107
4 415 4 4\5 5) 13 4
13 In(]fX:LO?j
-nin5>In ==x10" | e n>—" 7 < n>11
4 In5
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Exercice 2 (5 points) Enseignement de spécialité
1. u;=10ug+21=31u,=10u;+21 =331 etiz = 10u, +21 = 3331.

2.a. Sin=0,ug=1or 10'— 7 = 3 donc 3i,= 10°** - 7, la propriété est vraie pour 0.
Montrons que pour tout entier natunghon nul, si u, —10n+1 7 alors 3u,,,,=10""%2-7.
Uns1=10u,+ 21 donc 3u,, 1= 10% 3u, +630r3un_1on+l 7 donc 31, 1= 10x (10"* 1 - 7)+ 63
3un+1_10”*2 70 +63donc Bh,.=1 1077,

La propriété est héréditaire donc est vraie poutrialeN.

b. Montrons que pout toutde N,u, = 33...31en base 10, ou 3 est écrifois
=
n fois
33..31=1+3x10+3x 10%+ ... +3x10"donc33...31=1+3x 10 (1 + 10 + ... + 107 H = 1 + 3x 10x 107 -1
n fois n fois
donc 3x 33...31=3 + 10x (10"-1) = 10"**-~10 +3=10**- 7 = 3u, doncu, = 33...31
n fois n fois
Pour tout entier naturel, I'écriture décimale da, est33...31
n fois
3.
Dividende | Diviseur Quotient reste u, =331 or 18 < 331 < 19, pour montrer que, est un nombre premier,
331 2 165 1 il suffit de montrer qu'il n'est divisible par aucunombre premier
compris entre 2 et 18 donc pas divisible par 2537 ;11 ; 13 ; 17.
331 3 110 1 ) X L .
Aucun reste n’est nul done, n'est divisible par aucun nombre premier
331 S 66 1 compris entre 2 et 18
331 7 47 2 u, est un nombre premier.
331 11 30 1
331 13 25 6
331 17 19 8
4. Le chiffre des unités de, est 1 donc n’est divisible ni par 2, ni par 5.

u,= 33...31doncu, =1 (modulo 3) dona, n'est pas divisible par 3.

n fois

5.a. 10=11-1donc 18— 1 (modulo 11) donc 8, = (- 1)"**— 7 (modulo 11) or—7 =4 - 11
donc 3u,= (- 1)"** + 4 (modulo 11) or (- 1)* * = — (- 1), doncpour tout entier naturel, 3u, =4 — (— 1J' (modulo11).

b. (= 1)"=1 (modulo 11) sh est pair ou (— )= — 1 (modulo 11) si est impair donc 8, = 3 (modulo 11) sh est pair ou sn
est impair, U, =5 (modulo 11) donc 8, n'est jamais divisible par 11 donc pour tout entiatureln, u,, n’est pas divisible par 11.

6.a. 17estun nombre premier et #8t un entier naturel non divisible par 17, ald¥$'1'= 1 (modulo 17)
soit 10°= 1 (modulo17).

b. SUsksg=10%*8*1_ 7 donc Juygy4 5= 106K 97

10% = 1(modulo17) donc 816+ 5= 10*°— 7 (modulo17).

10%=1000 = 17 58 + 14 = 1% 59 — 3 donc 16= — 3 (modulo17) donc 10= (— 3)° (modulo17).
(-3)%=—-27=—2%17 + 7 donc 16= 7 (modulo17) et Bi1gx+5= 7 — 7 (Modulo17).

17 divise 3u6¢+g0Or 17 et 3 sont premiers entre eux donc 17 divige. g

Pour tout entier naturd| u ;¢ g €st divisible par 17.
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Exercice 3 (5 points) Commun a tous les candidats
Partie A : Restitution organisée de connaissances

La dérivée deiv estu’ v+Vv udoncu’ v=(uv) —V udoncj ’ u'(x)vXd x:j ’ (uy(yd x—j ’ g X ¥ xd >
u v est une fonction continue dérivable sair, p] ; une primitive de v)’ estuv donc :

[Tuevad x=[ ud vx] - @x ¢ xd o

Partie B
l.a. lim Inx=+wet lim x*=+wdonc lim f(x) =+
X - +00 X - +00 X - +00
b. f est définie continue dérivable sur ] 0 o comme produit de fonctions continues dérivablas] O ; +co [.

f’(x)=2x|nx+x2><l =2xInx+x=x(2Inx+ 1)
X

1 o .
2Inx+1>0- Inx>—§ = X> e 2 d'ou les variations de:

X 0 -1 + 0
e 2
f'(x) - 0 +
2. La tangente a la courbe (C ) au point d’absaisagpour équatiog =f’(a) (x—a) +f(a)

Cette tangente passe par O si et seulemét(tesi (—a) +f (a) =0 soit—a?(2 Ina + 1) +a?2Ina =0

soita 2 (1 — Ina) = 0, ora # 0 donc la tangente & la courbe (C ) au point diabea passe par O si et seulement si 1 & 0 soit
Ina =1soita=e

Il existe une seule tangente a la courbe (C ) pagsa O.

f'(e) = 3 e, cette tangente passe par O donc wmegiéq de la tangente au point d’abscisse § es? ex.

3. On considére le solide obtenu par rotation auteutacke () de la région plane délimitée par la courbe (Gaxe (Ox) et les

. . . 1
droites d’équationsc== etx=1.
e

1
On noteV une mesure, exprimée en unités de volume, du votleree solide et on admet qué = j 1 [ F(X)] 2d x.
e

5

5
a. Soit F la fonctiorx — % (5Inx—=1)sur]0; o[, F estdérivable sur] 0 pet[ et F'(x) = S X

4
SX 5inx—1)+2 x X
25 x 25

4 4
F(x) = % (5Inx—1) +X? =x*In x donc F est une primitive sur ] 0 ¢4 de la fonctiorx — x*Inx.

b. V:Jin[len)qzdx:nj}l x*(In x)2d x
L 4 x°
Soitu'(x) =x alorsv(x):g

Soitv(x) = (Inx) ? alorsv'(x) = élnx donc V =m [ [u(® v(R] ll—J';l U3 v xd xj

x° ! "x® 2 x°
V=m|| =(@nx)*| -| =—xZInxdx|=m||=(nx)?
5 1 15 X 5

5
entenantcomptequeIn1:OeEl}qj =-1V=m| - 1 —Z[%(Slnx—l)}

1

1
—EJ' x*1n xd x
1 5)1:

e 5¢° 5

: 1 2 1 6 25 2 12 2 37
soitV=m| - -——- =+ =1 - += - = | = -
5¢° 5 25 25¢ 125¢° 125 125@ 125 125¢

V= l[2—3—3j.
125 e
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Exercice 4 (5 points) Commun a tous les candidats.
Partie A

1. D a pour coordonnées (0 ; 0 ; 0) et F (1 ; 1 ;ajsde repére orthonormal (DA, DC, DH). K est le barycentre des points

X, + X + z, +
pondérés (D, 1) et (F, 2) donc les coordonnées slem(égalesé i e, Yoo Ve, %o ZFJ soit [2 2. _Zj

+2 7 1+2 7 12 3'3°3
2. E a pour coordonnées (1 ; 0 ; 1) dans le repéh@oormal (D DA, DC, DH) donc EK a pour coordonné{s—:—l3 ; é; —?13)
DF a pour coordonnées (1 ; 1 ; 1) doBE . DF = —% +—§——; = 0 donc les droites (EK) et (DF) sont orthogosale
2 2 2
3. exk?=[-1] +[2] +[-1] =5 doncEK :E.
3 3 3 9 3
Partie B
1. La hauteur issue de D du tétraedMAD, est DH = 1
La hauteur issue de M du triangle EFM est égalelart 'aire du triangle EFM est &y = % x 1x EF :%
s P | 1.1 1
Le volume du tétraédreNE-D, est égal aé x DH X Agpy = 3 X = = r
pour tout réein appartenant a l'intervalle [0 ; 1], le volume dtraédre BAFD, en unités de volume, est égaléa
2. HM =m HG = mDC doncM a pour coordonnées ( n; 1)
Soit P le plan d’équation (— 1m) x+y—-m z=0.
D a pour coordonnées (0 ; 0 ; 0) don€l®
F a pour coordonnées (1 ;1 ;1) or (—th+ 1 —-m=0donc FJ P
M a pour coordonnées (@n;; 1) or (—1+m)x 0+ m—-m=0 doncM O P
Les pointM, F, D ne sont pas alignés donc définissent un gidemh une équation cartésienne est (—) x +y—-m z=0.
3.a. pour tout réemappartenant a l'intervalle [0 ; 1d,, = [C1+m)+ 0 m] = ! .
JE1+m)Z+12+m? J2m2-2m+ 2
b. la distanced , est maximale quandr®? — 2m + 2 est minimal donc quamd? —m+ 1 est minimal
2
m’—m+1= (m—%j +711 doncm?—m+ 1 est minimal poum = % donc quandM est le milieu de [HG].
C. lorsque la distance,, est maximalem = 0,5 et le planNIFD) a pour équation — 0y6+y—0,5z=0 soitx—2y +z=0

Un vecteur normal au plamED) estﬁ(l :—2:1) orEK a pour coordonnée(s—%;é; —%J donc EK = —% n donc la droite

(EK) est la perpendiculaire en E au pldfFD). K est le barycentre des points pondérés ([t {fF, 2) donc KJ (DF) donc K est un
point du plan iMFD) donc le point K est le projeté orthogonal dsuEle plan IFD).
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