Nouvelle-Calédonie mars 2007

Pour coder un message, on procéde de la mani&@nsei: a chacune des 26 lettres de I'alphabetoommence par associer un
entiern de 'ensembl€® ={0;1; 2 ; ... ; 24 ; 25} selon le tableaud®ssous :
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a etb étant deux entiers naturels donnés, on assooiat &iitiem deQ le reste de la division euclidienne @en(+ b) par 26 ; ce reste
est alors associé a la lettre correspondante.
Exemple : pour coder la lettre P awes 2 etb = 3, on procéde de la maniéere suivante :
étape 1 : on lui associe I'entier= 15.
étape 2 : le reste de la division de 2 x 15 + 3p& 26 est 7.
étape 3 : on associe 7 & H. Donc P est codé petira H.
Que dire alors du codage obtenu lorsque I'on peend ?
Montrer que les lettres A et C sont codées par@menlettre lorsque I'on choisat= 13.
Dans toute la suite de I'exercice, on prare5 etb = 2.
On considére deux lettres de I'alphabet assoc&gsectivement aux entiensetp.
Montrer, que si B + 2 et 5p + 2 ont le méme reste dans la division par 2Galerp est un multiple de 26. En déduire quep.
Coder le mot AMI.
On se propose de décoder la lettre E.
Montrer que décoder la lettre E revient a détermisEmentn deQ tel que 51 — 26y = 2, ouy est un entier.
On considére I'équation%— 26y = 2, avex ety entiers relatifs.
A. Donner une solution particuliére de I'équatior 5 26y = 2.
B. Résoudre alors I'équatiorxs- 26y = 2.
C En déduire qu’il existe un unique coupte ¥) solution de I'équation précédente, avec X< 25.
C. Décoder alors la lettre E.
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CORRECTION
1. Sia=0, alors pour tout,an+b=Db
Toutes les lettres de I'alphabet sont associéeséame nombre donc seront codées par la méme lettre.

2. Sia =13, on associe I'entiéra A et 2x 13 +b a la lettre C
Le reste de la division par 26 dect 26 +b est le méme donc les lettres A et C sont codéetapaéme lettre lorsque I'on choisit
a=13.

3.a. sibn+2et5 + 2 ontle méme reste dans la division par 26d&or+ 2=5p+2[26] donc 5f(—p)=0[ 26 ]
donc 26 divise 5n(—p) or 26 et 5 sont premiers entre eux donc d’'agréisdoreme de Gauss, 26 divisep.

n— p est un multiple de 26.

Os<n<25etp<25donc—25-p<0dou-2%n-p<25

Le seul multiple de 26 compris entre — 25 et 2®aktncn —p = 0 soith =p

b.
Lettre | Nombre associ& | 5n+ 2 | reste de la division derb+ 2 par 26| lettre associée
A 0 2 2 C
M 12 62 10 K
I 8 42 16 Q

Le mot AMI est codé par CQK.

4.a. La lettre E est associée au nhombre 4, ce nombie es$te de la division dexs+ 2 par 26 ok est un entier inconnu associé

a la lettre cherchée,Ox < 25.

Lettre | Nombre associ& | 5n+ 2 | reste de la division derb+ 2 par 26| lettre associée
? X 5x+2 4 E

donc 5x + 2= 4 [ 26 ] soit il existe un entier relagiftel que 5x + 2 = 26y + 4

Il faut donc résoudre $— 26y = 2 avegy [0 Z, etx 0 Q.

b.A  5x(-10)-26x(—2)=-50+52=2donc (- 10 ; — 2) est solutle 5x — 26y = 2.

b. B. { SX-20y=2 donc par différence membre a membre :
5x (-10)- 26x  2)= 2

5(x+10)—-26y+2)=0

soit 5 k + 10) = 26 ¥ + 2) donc 5 divise 26y(+ 2) or 5 et 26 sont premiers entre eux donc éape théoreme de Gauss, 5 divise

y + 2. Il existe un entier relatftel quey + 2 = 5k donc en remplacant dansX5H 10) = 26 ¥ + 2),x + 10 = 26k

doncy =5k—2 etx =26k - 10

Vérification :

s'il existe un entier relati tel quey = 5k — 2 etx = 26k — 10 alors % — 26y =5% 26k —5%x 10 —26x 5k + 26x 2 =2



donc les solutions de (E’) sont les couplesK2610 ; 5k — 2) avedk O Z.

b.C.  En déduire qu'il existe un unique coupte ¥) solution de I'équation précédente, avec< 25.
Si le couple X ; y) est solution de I'équatione— 26y = 2 alors il existe un entier relakiftel quex = 26k — 10 ety = 5k — 2.
0<x<25donc 1& 26k<35dondk =1 donex=16ety=3

C. Pour décoder E, il faut trouvertel que 0< x < 25 et 5x — 26y = 2 doncx = 16 d’apres les questions précédentes.
Lettre | Nombre associ#| 5n+ 2 | reste de la division derb+ 2 par 26| lettre associge
Q 16 82 4 E

La lettre E est décodée par Q.



