T+ ()
1+ f(x) f(y)'

Soit f une fonction définie sur R et vérifiant la propriété (1) : pour tous réels x ety, f(x+y)

Partie |
1. Montrer que s’il existe un réel c tel que f (c) = 1 ou f (c) = - 1, alors la fonction f est constante.
On suppose dans toute la suite du probléme que f est non constante.

2.a. En écrivant x =§+§ , montrer que pour tout réel x ,ona:—1<f(x)<1.

b. Etablir que f (0) = 0 et en déduire que f est impaire.
3. Montrer par récurrence que pour tout entier n € N et pour tout réel x ona : L+ f(nx) _|1F f(x)
1-f(nx) 1-f(x)
+ f@Q) . . .
4. On pose a= m Exprimer pour n € N*, puis pour n € Z* la valeur f (n) en fonction de a.
5. On pose x _P ou p € Z et g € N*. Exprimer f (x) en fonction de a.
q
Partie 11
La propriété (1) étant toujours satisfaite par f, on suppose de plus que f est dérivable en 0.
On note o le nombre dérivé de f en 0, c’est a dire o= Ilm (t)
1. Montrer que f est dérivable en tout réel x et que f (x) = a(1-f2 ().
2. Montrer que f est strictement monotone sur R.
3. On appelle f ~* la bijection réciproque de f et on admet que f~* est dérivable sur ]-1; 1.
. . 1 1
a. Calculer la dérivée de f o f~* et en déduire que pour toutréely e J—1; 1[, (f *)'(y) = - =
F(F () a@-y?)

b. Vérifier que pour toutx e ]-1;1[,ona: 12=1 1 + 1 .

1-x 2{1-x 1+x
En déduire une primitive de x> 1 ssur]-1;1[

1-—
C. En déduire f =%, puis f .
CORRECTION

Partie |
1. Supposons qu’il existe un réel c tel que f(c)=1ouf(c)=-1

f(x—c)+ f(c)
1+ f(x—c) f(c)
f(x-c)+1
1+ f(x—c)
f(x-c)-1  f(x-c)-1
1-f(x-c) f(x-c)-1

Pour tout x réel, f(x)=f((x-c)+c)=
doncsif(c) =1, alors f(x)= donc f (x) =1 doncf est constante sur R.

sif(c)=—1alors f(x)=

doncf (x) =—1donc f est constante sur R.
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f est non constante donc pour tout x réel, f (g} #1 donc —~—————~<—<0doncf(x)-1<0soitf(x)<1
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X 2
(3
f est non constante donc pour tout x réel, f (g} #—1 donc Ty >0 doncf(x)+1>0so0itf(x)>-1

Pour toutréel x, ona:—-1<f(x)< 1.

M donc en choisissant x =y =0 alors f(0)= 2 f(20)
1+ f(x) f(y) 1+ f “(0)

donc f(0) [1+f2(0)]=2f(0) soitf (0)[f?(0)-1]=0
f est non constante donc f (0) #1 et f (0) #— 1 donc f? (0) =1 # 0 donc f (0) = 0

2.b.  Pour tousréels xety, f(x+y)=

M donc en choisissanty =—x: f(0) =M
1+ f(x) f(y) 1+ f(x) f(=%)

or f(0)=0doncf (x) +f(—x)=0doncf estimpaire.

Pour tous réels xety, f(x+y)=

3. Soit x un réel quelconque,

Initialisation : sin =0, L+ 1(nx) L+ r(0) =1, f est non constante donc f (x) #— 1 donc 1+ 109 #0
1-f(nx) 1-f(0) 1- f(x)
0 0
donc L+ (%) =1 d’ou L+ f(nx) s f(x) . La propriété est initialisée.
1- f(x) 1-f(nx) 1-f(x)

Hérédité : montrons pour tout n de N, et tout x réel, que si

1+ f(n x)_(l+f(x)}" 1+f((n+1)x)_(1+f(x)}”“
= alors =
1-f(nx) (1-f(x) 1-f(n+)x) (1-f(x)
. finx)+ f(x)
1+ f((n+)x) ~ 1+ f(nx)f(x) 1+ fF(nx)f(x)+ f(nx)+ f(x)
1-f(n+D)x) 4 T+ T(X) 1+ f(nx)F(x)- f(nx) -
1+ f(nx)f(x)
f(nx)+ f(x)
1+ f((n+)x) ~ 1+ f(x)f() 1+ f(x)fx)+f(x)+f(x) 1+ F(x)+ f(nx)(1+ f(x))
1-f((n+)x) 0+ 1) 1+ Fx)f)-Fx)-F(x) 1= F)-fF(nx) @ f(x)
1+ f(nx)f(x)
1+ f((n+)x) @A+ f(x)@+f(nx) 1+ f(x) 1+ f(nx)
- f(n+Dx)  @=f()(I-f(nx) 1-f(x) 1-f(nx)

1+ f(nx) _(1+ f(x)J" done L F@+DX) _1+f(x) X{1+ f(x)J" =(1+ f(x)JM

D"aprés I"hypothé ; _ _
aprés Phypothése de récurrence, T == T (x) - f(+D)x 1= 1= f X 1= T (%)
1+f(nx)_(1+f(x)}"

La propriété est initialisée et héréditaire donc pour tout n de N, et tout x réel, =
1-f(nx) 1-f(x)

4, Pour tout n de N, et tout x réel,

1+ f(nx) (1+ f(x)
1-f(nx) \1-f(x)
soit1+f(n)=a"(1-f(n)) doncf(n)[1+a"]=a"-1

1+ f(n)=[1+ f(1)J"=an

, en choisissant x = 1, on obtient :
1-f(n) 1- (1)

f est non constante donc f (1) #— 1 donc pour tout nde N, a" #- 1 donc f(n)= :n _i.
+
q
5. x=-2 donc qx=p donc f(qx) = f (p) or L+ X)) 1+ 1097 f(p)=a’
q 1-fax) (1- (%)

P
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Pour tout x réel ; — 1 < f(x) <1 donc M>O doncwzaq donc f| P |=2
1-f(x) 1-f(x)

P
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Partie 11

1. Soit t un réel quelconque, f(x+t)=M donc f(x+t)—f(X)= F)+ FO - T+ () fO]
1+ f(x) f(t) 1+ f(x) f(t)
f(X+t)— f(X)= f(t) - f(t) f 2(X) — f(t)[l_ f 2(X) ] — 1-f 2(X) f(t)
1+ f(x) f(t) 1+ f(x) f(t) 1+ f(x) f(t)
f(x+t)—f(t)  1-f?(x) y f(t)
t 1+ f(x) fR) Ot

f est dérivable en 0 donc continue en 0 donc tllng f(t) = f(0) =0 donc pour tout x réel, tIinng (1-f2(x)) xtling@

f est dérivable en tout réel x et que f'(x) = a (1 - f * (x)).

2. Si o= 0 alors pour tout X réel, f’(x) = 0 donc f est constante ce qui est exclu donc o # 0
Pour tout x réel, — 1 < f (x) < 1 donc 1 —f2(x) > 0, donc f *(x) a le méme signe que o, o # 0 donc f est strictement monotone sur R.

3.a.  Pourtoutye]-1:1[fof *(y)=yor[fof '] (y)= (f 1)'(y) f'(f *(y)) donc (f *)'(y) f'(f *(y)=1

B =all-f2(¢y)lorfof " (y)=ydoncf (f ) () =a[1-y*].donc (f *)'(y)= f(f i(y)) =Oc(liyz) '

(1, 1) 1 lex+l-x 2 1
2(1-x 1+x) 2 (1+x)(1-x) 2(1-x?%) 1-x?

donc pour toutx e ]-1;1[,ona: 12=1 1 ¥ 1 _
1-x° 2{1-x 1+x

sur]-1;1[,1-x>0et1+x>0donc une primitive de XH1L+1L est x—In(1+x)—In(1-x)
+ X

Une primitive de X+ > sur]—1;1[est XHl—ln (“—Xj
-X 2 1-x

- 1 1 _ 1 1+y

. fH)'(y)==— doncf "' (y)= —In| —2
(FY =g 0= [1_yj

f1(y):x<:>f(x):ydoncx:1—In(1+—yj <:>Zocx=ln(1+—yj<:>1+—y=e2“x Sl+y=e’**(1-y)
20 1-y 1- l1-vy
y(1+e2a><):e2a><_1
2ax_1 . e2ax_1
soit f (x) =
1 ®) e’ 41

La fonction exponentielle est strictement positive sur R donc 1 + e>**#0 doncy = €

2ax



