Asie juin 2015

Exercice 1 (5 points) commun a tous les candidats

Les 3 parties de cet exercice sont indépendantes. Les probabilités seront arrondies au millieme.

Partie A

Un concurrent participe & un concours de tir a I’arc, sur une cible circulaire. A chaque tir, la probabilité qu'il atteigne la cible est égale
a0,8.

1. Le concurrent tire quatre fleches. On considére que les tirs sont indépendants. Déterminer la probabilité qu'il atteigne au moins
trois fois la cible.

2. Combien de fleches le concurrent doit-il prévoir pour atteindre en moyenne la cible douze fois ?

Partie B

Entre deux phases du concours, pour se perfectionner, le concurrent
travaille sa précision latérale sur une autre cible d’entrainement,
représentée ci-contre.

Pour cela, il tire des fleches pour essayer d’atteindre une bande
verticale, de largeur 20 cm (en grisé sur la figure), le plus prées possible -~
de la ligne verticale centrale.

On munit le plan contenant la bande verticale d’un repere : la ligne
centrale visée est I’axe des ordonnées.

On note X la variable aléatoire qui, a toute fleche tirée atteignant ce
plan, associe I’abscisse de son point d’impact.

Ainsi, par exemple :

- si la fleche atteint le point A, le tireur a raté la bande, et X prend la
valeur 15

- si elle atteint le point B, I'impact est a la limite de la bande, et X prend
la valeur 10; -
- si elle atteint le point C, I’impact est dans la bande et X prend la valeur
-5.

On suppose que la variable aléatoire X suit une loi normale d’espérance
0 et d’écart-type 10.

1. Lorsque la fleche atteint le plan, déterminer la probabilité que son point d’impact soit situé hors de la bande grisée.

2. Comment modifier les bords de la bande grisée pour faire en sorte que, lorsque la fleche atteint le plan, son point d’impact soit
situé a I’intérieur de la bande avec une probabilité égale a 0,6 ?
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Partie C
La durée de vie (exprimée en heures) du panneau électrique affichant le score des concurrents est une variable aléatoire T qui suit la
loi exponentielle de paramétre A= 10~ * (exprimé en h™?).
1. Quelle est la probabilité que le panneau fonctionne au moins pendant 2000 heures ?
2. Restitution organisée des connaissances
Dans cette question, A désigne un réel strictement positif.
On rappelle que 1' espérance mathématique de la variable aléatoire T suivant une loi exponentielle de paramétre A, est définie par :
E(T)= lim J' Mte *tdt .
0

X—>+ o

a. On considere la fonction F, définie pour tout réel t par : F(t) = ( -t- % je M

Démontrer que la fonction F est une primitive sur R de la fonction f définie pour tout réel t par : f (t)=Ate "

b. En déduire que I’esperance mathématique de la variable aléatoire T est égale a o
Quelle est I’espérance de durée de vie du panneau électrique affichant le score des concurrents ?

Exercice 2 (4 points) commun a tous les candidats

Pour chacune des quatre affirmations suivantes, indiquer si elle est vraie ou fausse, et justifier la réponse.

Une réponse non justifiée n’est pas prise en compte. Une absence de réponse n’est pas pénalisée.

Dans les questions 1 et 2, on munit I’espace d’un repére orthonormé, et on consideére les plans P et P’ d’équations respectives :
X+y+z-5=0et7x-2y+z-2=0.

1. Affirmation 1 : les plans P et P’ sont perpendiculaires.
2. Affirmation 2 : les plans P et P’ se coupent suivant la droite de représentation paramétrique :
X=t
y=2t+1 teR .
z=-3t+4
3. Un joueur de jeux vidéo en ligne adopte toujours la méme stratégie. Sur les 312 premiéres parties jouées, il en gagne 223. On

assimile les parties jouées a un échantillon aléatoire de taille 312 dans I’ensemble des parties.

On cherche a estimer la proportion de parties que va gagner le joueur, sur les prochaines parties qu'il jouera, tout en conservant la
méme stratégie.

Affirmation 3 : au niveau de confiance de 95%, la proportion de parties gagnées doit appartenir a I’intervalle [0,658 ; 0,771].



4, On consideére Ialgorithme suivant :

VARIABLES

a, b sont deux nombres réels telsque a< b
x est un nombre réel
f est une fonction définie sur I’intervalle [a, b]

TRAITEMENT

Lireaethb

Tantqueb-a>0,3

a
x prend la valeur

Fin Si
Fin Tant que

Afficher 272

+b

Sif(x) f(a) >0, alors a prend la valeur x

sinon b

prend la valeur x

Affirmation 4 : si Ponentrea=1, b =2 et f (x) = x? -3, alors I’algorithme affiche en sortie le nombre 1,6875

Exercice 3 (6 points) commun a tous les candidats

Pour tout entier naturel n, on définit la fonction f pour tout réel x de
I'intervalle [0 ; 1] par : f , (x) = x +e"®~ Y

On note C, la représentation graphique de la fonction f dans un repeére
orthogonal.

Quelques-unes des courbes C, sont représentées ci-contre.

Partie A : généralités sur les fonctions f ,

1. Démontrer que, pour tout entier naturel n, la fonction f est
croissante et positive sur I’intervalle [0 ; 1].

2. Montrer que les courbes C, ont toutes un point commun A, et
préciser ses coordonnées.

3. A I’aide des représentations graphiques, peut-on conjecturer le
comportement des coefficients directeurs des tangentes en A aux
courbes C, pour les grandes valeurs de n ?

Démontrer cette conjecture.

Partie B : évolution de f , (x) lorsque x est fixé

Soit x un réel fixé de I’intervalle [0 ; 1]. Pour tout entier naturel n, on
pose u, =f,(x).

1. Dans cette question, on suppose que x = 1. Etudier la limite
éventuelle de la suite (u,)

2. Dans cette question, on suppose que 0 < x < 1. Etudier la limite
éventuelle de la suite (u,).

Partie C aire sous les courbes C

Pour tout entier naturel n, on note A, Iaire, exprimée en unité d’aire, du
domaine situé entre I’axe des abscisses, la courbe C, et les droites
d’équations respectives x =0 et x = 1.

A partir des représentations graphiques, conjecturer la limite de la suite
(A ) lorsque I’entier n tend vers + oo puis démontrer cette conjecture.
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Exercice 4 (5 points) candidats n’ayant pas choisi I’enseignement de spécialité

- \ 7 - g - 1 - 3
Le plan est muni du repére orthonormé direct (O i, j). On donne le nombre complexe j = — 5 +i g
Le but de cet exercice est d’étudier quelques propriétés du nombre j, et de mettre en évidence un lien de ce nombre avec les triangles
équilatéraux.
Partie A : propriétés du nombre j

1.a. Résoudre dans I’ensemble C des nombres complexes I’équation z% + z + 1= 0.

b. Vérifier que le nombre complexe j est une solution de cette équation.

2. Déterminer le module et un argument du nombre complexe j, puis donner sa forme exponentielle.

3. Démontrer les égalités suivantes :

a. ji=1;

b. ji=-1-j.

4. On note P, Q, R les images respectives des nombres complexes 1, j et j® dans le plan. Quelle est la nature du triangle PQR ?
Justifier la réponse.

Partie B

Soit a, b, ¢ trois nombres complexes Vvérifiant I’égalité a + j b + j2 ¢ = 0. On note A. B, C les images respectives des nombres a, b, ¢
dans le plan.

1. En utilisant la question a-3 b), démontrer I’égalité : a—c =j (c — b).

2. En déduire que AC = BC.
3. Démontrer I’égalité: a—b=j? (b—-c).
4 En déduire que le triangle ABC est équilatéral.

Exercice 4 (5 points) candidats ayant choisi I’enseignement de spécialité

On dit qu'un entier naturel non nul N est un nombre triangulaire s’il existe un entier naturel ntel que : N=1+2+ ... +n.
Par exemple, 10 est un nombre triangulaire car 10 =1+ 2 +3 + 4.

Le but de ce probléme est de déterminer des nombres triangulaires qui sont les carrés d’un entier.

. nn+1)
On rappelle que, pour tout entier naturelnonnuln,ona:1+2+..+n :T .
Partie A : nombres triangulaires et carrés d’entiers
1. Montrer que 36 est un nombre triangulaire, et qu'il est aussi le carré d’un entier.
2.a. Montrer que lenombre 1 + 2 + ... + nest le carré d’un entier si et seulement s’il existe un entier naturel p tel que :
n2+n-2p®=0.
b. En déduire que le nombre 1 + 2 +... + nest le carré d’un entier si et seulement s’il existe un entier naturel p tel que :

(2n+1)?-8p2=1.

Partie B -.Etude de I’équation diophantienne associée
On considére (E) I’équation diophantienne x?—8y? = 1, ol x et y désignent deux entiers relatifs.

1. Donner deux couples d’entiers naturels inférieurs a 10 qui sont solution de (E).
2. Démontrer que, si un couple d’entiers relatifs non nuls (x, y) est solution de (E), alors les entiers relatifs x et y sont premiers
entre eux.

Partie C : lien avec le calcul matriciel

38
Soit x et y deux entiers relatifs. On considére la matrice A :[ 13 J .

X' X
On définit les entiers relatifs x' et y' par I’égalité : [yj = A{ J

y
1. Exprimer x' et y' en fonction de x et de y.
2. Déterminer la matrice A~ ", puis exprimer x et y en fonction de X' et y'.
3. Démontrer que (x, y) est solution de (E) si et seulement si (X', y') est solution de (E).

X n+ X n
4. On considere les suites (x,) et (y ) définies par xo=3, yo=1 et, pour tout entier naturel n, ( 1} = A( J
y n+1
On admet que, ainsi définis, les nombres x, et y , sont des entiers naturels pour toute valeur de I’entier n.
Démontrer par récurrence que, pour tout entier naturel n, le couple (x,, y ) est solution de (E).

Partie D : retour au probléme initial
A I’aide des parties précédentes, déterminer un nombre triangulaire supérieur a 2015 qui est le carré d’un entier.



CORRECTION

Exercice 1 (5 points) commun a tous les candidats
Partie A
1. On a une succession de 4 expériences identiques et indépendantes, chacune d’elles a deux issues :
e réussite : le concurrent atteint la cible (p = 0,8)
e échec : le concurrent n’atteint pas la cible (g = 0,2)
donc la variable aléatoire qui compte le nombre de succes suit une loi binomiale de paramétres (4 ; 0,8)
P(X>3)=10,819

2. En reprenant le méme raisonnement avec n tirs, E(X) = 0,8 n

0,8n212<:>nz£<:>n215

Le concurrent doit prévoir tirer 15 fleches pour atteindre en moyenne douze fois la cible

Partie B
1. Lorsque la fleche atteint le plan, déterminer la probabilité que son point d’impact soit situé hors de la bande grisée.
P(- 10 <X <10)=0, 683 donc la probabilité que le point d’impact soit situé hors de la bande grisée est 1 — 0,683 soit 0,317

2. Si, lorsque la fleche atteint le plan, son point d’impact soit situé a I’intérieur de la bande avec une probabilité égale a 0,6 alors
P(~a<X<a)=0,6donca~8416.

Partie C
1. P(X>2000)=e **20=¢-02=0 819

2. On rappelle que 1' espérance mathématique de la variable aléatoire T suivant une loi exponentielle de paramétre A, est définie

par: E(T) = lim I Ate *tdt .
0

X —> + 0

a. On considere la fonction F, définie pour tout réel t par : F(t) = ( -t- % je M

FP(x)=—e *'- 7»( —t- % je Mt =)te *'=1f(t) donc la fonction F est une primitive sur R de la fonction f .

b. IxMe’“dt:F(x)—F(O):F(x)+%.

F(x):(—x—%je“=—xe“—%e“, lim xe " =0 donc pour tout A > 0, Iimy(xx)e’“zo donc Iimyxe’“zo
lim e =0 donc pour tout .>0, lim e **=0 donc lim F(x)=0

lim I Ate *tdt=
X—+ o0 0

1
»

. . . . . . 1
L’espérance de durée de vie du panneau électrique affichant le score des concurrents est donc TR =10000 heures.

Exercice 2 (4 points) commun a tous les candidats
1. Affirmation 1 : FAUSSE

Un vecteur normal au plan P est n de coordonnées (1 ;1 ; 1)
Un vecteur normal au plan P est n* de coordonnées (7 ; -2 ; 1)
n.n'=1x7+1x(-2)+1x1=6donc n.n"#0 les deux plans ne sont pas perpendiculaires.

2. Affirmation 2 : VRAIE

X=t
Soit A la droite de représentation paramétrique : { y=2t+1 teR, un point M quelconque de cette droite a des coordonnées de la
z=-3t+4

forme (t;2t+1;-3t+4)

Pour un tel point: x+y+z-5=t+2t+1-3t+4-5=0 donc tout point de A appartient a P.

Pour untel point: 7x-2y+z-2=7t-2(2t+1)-3t+4-2=0 donc tout point de A appartient a P’.
Les plans P et P’ se coupent suivant A

3. Affirmation 3 : VRAIE

Un intervalle de confiance au niveau de confiance de 95%, est % ! 223 !

312 J312 812 31

soit [0,658 ; 0,771].



4, Affirmation 4 : FAUSSE

a b x:a;b f(a) f(X) b-a Test

1 2 1,5 -2 -0,75 1 I”algorithme continue
1,5 2 1,75 -0,75 0,0625 0,5 I”algorithme continue
1,5 1,75 1,625 -0,75 |-0,359375| 0,25 I’algorithme s’arréte

L’algorithme affiche 1,625

Exercice 3 (6 points) commun a tous les candidats
Partie A : généralités sur les fonctions f |,

1. Pour tout entier naturel n,f’, (x)=1+ne
f 7 n (x) est la somme de termes positifs sur [0 ; 1] donc f ’, est positive sur I’intervalle [0 ; 1].
f , est croissante sur I’intervalle [0 ; 1].

de méme f * ,(X) est la somme de termes positifs sur [0 ; 1] donc f |, est positive sur [0 ; 1].

n(x-1)

2. Montrer que les courbes C, ont toutes un point commun A, et préciser ses coordonnées.
fo(X)=x+1
fi(X)=x+e*"
fo)=fi(X)ox+l=x+e Vs e V=1ox-1=0x=1

Les courbes C et C ont un seul point d’intersection a(1 ; 2)

f,(1)=1+e"*%=2donc les courbes C, ont toutes un point commun A, de coordonnées (1 ; 2)

1

3. D’apreés les représentations graphiques des courbes C ,, les coefficients directeurs des tangentes en A aux courbes C, pour les
grandes valeurs de n semble tendre vers + oo,

Pour tout entier naturel n, f*, (x) =1 +ne"*-Y

f’n(1)=1+ndonc nIirp f'hn(l)=+c.

Partie B : évolution de f , (x) lorsque x est fixé
Soit x un réel fixé de I’intervalle [0 ; 1]. Pour tout entier naturel n, on pose u, =f , (x).

1. f n (1) =2 donc la suite (un) est constante et lim u, =2.
2. Dans cette question, on suppose que 0 < x < 1. Etudier la limite éventuelle de la suite (u ).
fa()=x+e"®Poro<x<ldoncx-1<0et lim n(x-1)=-ocodonc lim e"*Y=0donc lim u,=x

Partie C aire sous les courbes C
Graphiquement la suite (A ) est décroissante et tend vers I’aire du triangle OBC ou B est

. , . 1
le point de coordonnées (1 ; 1) et C(1; 0) donc lim A, = >

1 1
An:j [x+e"* PN]dx= Lyeitenen | 211 1o
0 2 n o 2 N n

o 1 111 .1 1
lim e "=0et lim ==0donc lim =+=—-=e"== soit lim A":E

no+ow n>+w n>+wo 2 n n 2 no+ow




Exercice 4 (5 points) candidats n’ayant pas choisi I’enseignement de spécialité
Partie A : propriétés du nombre j

-1+i43 -1-iy3 . , .
1. a A=1—4:—3donczlzT\/7 etzzsz sont les solutions dans I’ensemble C de I’équation z% + z + 1= 0.

-1+i43 3 . . . . .
b. T\F =_1 +i £: j donc le nombre complexe j est une solution de cette équation.

2. [j|?= :1donc|j|:1,j:cos%+isin% doncargj:% doncj:e'7.

~lw

1
—+
4

. 2n 3 .27
3| i T 2in g
3.a. j°=]e =e =e =1;

b. j est une solution de I’équation z2+ z+1=0doncj?+j+1=0doncj?=-1-j.

3,43

9 3
2 2 | Z+Z_J§

QR=[j-j*I=1i@-D)I=ljll1=jlor|j|=1donc|j-j?|=|1-]j|donc PQ=QR

4. PQ=|1-j=

. . . . 1+i043 . . . A
PR=|1-j%|=|1-j||1+jl,1+]= +|2\/7 donc|l+j|=1doncPR=]1-j|=PQ=QRdoncletriangle PQR est équilatéral.

Partie B
1. a+jb+j?c=0orj’=-1-jdonca+jb+c(-1-j)=0soita—c—j(c—-b)=0soita—c=j(c—bh).
2. a-c=j(c-b)donc|a—c|=|j?||b-c]|or|j|=1donc|j?|=1donc|a-c|=|b-c]|soit AC=BC.

3. 1+j+j*=0doncj=-1-j°
a+jb+j’c=0donca+(-1-j?)b+c=0soita-b-j?(b-c)=0donca-b=j?(b-c)

4. a-b=j?’(-c)doncla-b|=]|j’||b-c|or|j?|=1donc]a—-b]|=|b-c|soit AB=BC
AB = BC = AC donc le triangle ABC est équilatéral.



Exercice 4 (5 points) candidats ayant choisi I’enseignement de spécialité

Partie A : nombres triangulaires et carrés d’entiers

1. 36=1+2+3+4+5+6+7+8et36=62donc 36 est un nombre triangulaire, et est aussi le carré d’un entier.
2.a. Lenombrel+2+...+nestlecarré d’un entier < il existe un entier naturel p tel que : 1 +2 + ... + n=p?
o nn+1)

=p’enh+1)=2p’<n?+n-2p2=0.

b. (2n+1)2-8p?-1=4n®+4n+1-8p°’-1=4(n°*+n-2p?)
Le nombre 1 + 2 + ... + n est le carré d’un entier <> il existe un entier naturel ptel que :n?+n-2p?=0
< il existe un entier naturel ptel que : (2n+1)°-8p°-1=0<(2n+1)?-8p?=1

Partie B -.Etude de I’équation diophantienne associée
1.  1?=8x0%+1doncsix=1ety=0onax®-8y?=1donc (1;0) estsolution de (E)
32=8x1%+1doncsix=3ety=1onax?—8y?=1donc (3; 1) est solution de (E)

2. Si le couple d’entiers relatifs non nuls (x, y) est solution de (E), alors x2—8y?=1soitx x x—(8y) xy=1
En posantu=xetv=-8yonaux+vy=1doncd’apres le théoreme de Bézout, les entiers relatifs x et y sont premiers entre eux.

Partie C : lien avec le calcul matriciel

1. [);jzA{);J doncx'=3x+8yety =x+3y.

-1 3 -1 X -1 X' ' ' '
2. A "= 8 3 , donc y =A y doncx=3x -y ety=-8x+3y

3. x2-8y'?=(3x+8y)°-8(x+3y)?=9x2+48xy+64y?-8(x*+6xy+9y?)=x2-8y?
(x,y) est solution de (E) < x? -8y’ = 1< x'2-8y’? =1« (x',y") est solution de (E).

4, Initialisation, (3 ; 1) est solution de (E), donc (xo; y o) est solution de (E) la propriété est vérifiée pourn =1
Hérédité, montrons pour tout entier naturel n non nul, que si (X, ; y,) est solution de (E) alors (X, +1; Y n+1) €st solution de (E)

X X
{yMJ - A (y”} et (X ;yn) est solution de (E) donc d’aprés la question précédente (X, +1; yn+1) est solution de (E)
n+1

La propriété est héréditaire.
Conclusion : La propriété est héréditaire et initialisée donc pour tout entier naturel n, le couple (X, y ) est solution de (E).

n

Partie D : retour au probléme initial
n est un nombre triangulaire carré d’un entier si et seulement s’il existe un entier naturel p tel que: 2 n+1)2-8p?=1.
n>2015donc2n+1>4031

X, X, X 3 . )
( 1} = A( J et ( ° J = [J donc les premieres solutions de (E) de cette forme sont :

Y1 Yo Yo
n 0 1 2 3 4 5
Xn 3 17 99 577 3363 19601
Yn 1 6 35 204 1189 6930

—19601_ 1 =9800 donc n=9800 est un nombre triangulaire.

nn+1)

N = =48024900=6930°.



