EXERCICE 1 (6 points) Commun a tous les candidats
L'espace est muni d'un repére orthonormalf((j;,lz ). On prend 1 cm comme unité.

Partie A — Restitution organisée de connaissances
Soit D le point de coordonnéesy( yp, zp) et P le plan d'équatiamx + by +cz+d = 0, oua, b etc sont des réels qui ne sont pas
tous nuls.

lax, +by,+cz+ d|

Démontrer que la distance du point D au plan Rl@shée pard (D,P) =
JaZ+b?+c?

Partie B

On considére les points A de coordonnées (3 ; 2)2B de coordonnées (6 ; -2 ; - 1), C de coondes (6 ; 1 ; 5) et D de

coordonnées (4 ;0 ; — 1).

1. Démontrer que le triangle ABC est rectangle. Eru@téd'aire du triangle ABC.

2. Vérifier que le vecteun de coordonnées (1;-2;1) est normal au pldQ)A Déterminer une équation du plan (ABC).
3. Calculer la distance du point D au plan (ABC). Detieer le volume du tétraedre ABCD.

Partie C

Soit Q le plan d'équation— 2y +z-5=0.

1. Déterminer la position relative des deux plans QABIC).

2. Q coupe les droites (DA), (DB) et (DC) respectivetren E, F et G.

Déterminer les coordonnées de E et montrer quepkraent au segment [DA].

3. Dans cette question, toute trace de recherche, niécoenpléte, ou d'initiative, méme non fructuessea prise en compte
dans I'évaluation.

Déterminer le volume du tétraédre EFGD.

EXERCICE 2 (5 points) Candidats n'ayant pas suivi'enseignement de spécialité
Dans le plan muni d'un repere orthonormé (OQ) on considére les points A et B d'affixes respest2 et (— 2) et on définit
l'applicationf qui a tout point M d'affixe et différent de A associe le point M’ d'affize= L_ZZ)
Z —_—
1l.a. Déterminer l'affixe du point P’ image pbdu point P d'affixe (1 + i).
b. Montrer que les droites (AP) et (BP’) sont paraiel
C. Etablir que les droites (AP) et (PP’) sont perpenlgires.
2. Déterminer I'ensemble des points invariantsfifalest a dire I'ensemble des points tels que M= M
On cherche a généraliser les propridtéset 1.c pour obtenir une construction de I'image M’ d'uimp quelconque du plan.

3.a. Montrer que pour tout nombre complexde nombreZ - 2) (E - 2) est réel.

'+
b. En déduire que pour tout nombre complexe distilsecﬁ,dz—z2 est réel.
Z —

C. Montrer que les droites (AM) et (BM’) sont paradisl

4. Dans cette question, toute trace de recherche, miécoenpléte, ou d'initiative, sera prise en congdas I'évaluation.
Soit M un point quelconque non situé sur la droitB). Généraliser les résultats de la questi@n
5. Soit M un point distinct de A. Déduire des questipnécédentes une construction du point M’ imag®lgerf . Réaliser une

figure pour le point Q d'affixe 3 — 2 i.

EXERCICE 2 (5 points) Candidats ayant suivi I'enseginement de spécialité
On considére un carré direct ABCD (c'est & direamé ABCD tel que AB, AD ) = g [2x]) de centre .

Soit J, K et L les milieux respectifs des segm@hB], [CD] et [DA].

I"  désigne le cercle de diamétre [Al]let désigne le cercle de diamétre [BK].

Partie A

1. Déterminer le rapport et I'angle de la similitudeedtes telle ques(A) = | ets(B) = K.

2. Montrer que les cerclds; etl” , se coupent en deux points distincts : le poirtld eentreQ de la similitude directs.
3.a. Déterminer les images pades droites (AC) et (BC). En déduire I'image dinp€ pars.

b. Soit E I'image pas du point I. Démontrer que E est le milieu du segniikd].

4, Dans cette question, toute trace de recherche, nidécoenpléte, ou d'initiative, sera prise en congdes I'évaluation
Démontrer que les points & et E sont alignés. (On pourra considérer la transhtiont = s s).

Partie B

Désormais, on considére que le c6té du carré mdSuneités et on se place dans le repére orthondimeet (A ; %,ﬁ 1—10AD j

Donner les affixes des points A, B, C et D.

Démontrer que la similitude direcse pour écriture complexg= 3 z+5+5i.

Calculer l'affixem du centre des.
Calculer I'affixezg du point E et retrouver l'alignement des point€/et E.
Démontrer que les droites (AE), (CL) et (DJ) samiepurantes au poifi.

aprw b PR
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EXERCICE 3 (5 points) Commun a tous les candidats

1 =X
Le but de cet exercice est de déterminer une valerochée a 17 prés de lintégrale : | :fo (Ze de
- X

- X

1.a. Etudier les variations de la fonctibnx — f (x) = Ze sur l'intervalle [0 ; 1].

- X
. . 1 1
b. Montrer que, pour tout ré&lde l'intervalle [0 ; 1], on & <f(X) < >
e
2. Soit J et K les intégrales définies par\j:=(2+ x)e " dx etK =.[: x% f(X)dx.

S . ) 4
a. Au moyen d'une intégration par parties, prouver g3 —.
e

b. Utiliser un encadrement dgx) obtenu précédemment pour démontrer qg}e:s K< %
e
C. Démontrerque J+ K=41.
d. Déduire de tout ce qui précéde un encadrement gais donner une valeur approchée a4frés de | .

EXERCICE 4 (4 points) Commun a tous les candidats

On considére un questionnaire comportant cing gurest

Pour chacune des cing questions posées, trois gitigns de réponses sont faites (A, B et C), unkes#entre elles étant exacte.
Un candidat répond a toutes les questions poséésriant un mot réponse de cing lettres.

Par exemple, le mot « BB AAC » signifie que le ddatla répondu B aux premiére et deuxiéme questidnsux troisieme et
guatrieme questions et C a la cinqui€me question.

1l.a. Combieny at'il de mots-réponses possible a cetiqumaire ?

b. On suppose que le candidat répond au hasard arghdes cing questions de ce questionnaire.

Calculer la probabilité des événements suivants :

E : « le candidat a exactement une réponse exacte »

F : « le candidat n'a aucune réponse exacte ».

G : « le mot-réponse du candidat est un palindreni®n précise qu'un palindrome est un mot pouvariire indifféremment de
gauche a droite ou de droite a gauche : par exem@eAC AB » est un palindrome).

2. Un professeur décide de soumettre ce questionaases 28 éleves en leur demandant de répondresardha chacune des
cing questions de ce questionnaire. On désignX panombre d'éléves dont le mot-réponse ne coraartune réponse exacte.
. . o : L . 32
a. Justifier que la variable aléatoire X suit la loidmiale de paramétres= 28 etp = PYES
b. Calculer la probabilité, arrondie a 18 qu’au plus un éléve n'ait fourni que des répofsesses.
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CORRECTION
EXERCICE 1 (6 points) Commun a tous les candidats
Partie A — Restitution organisée de connaissances

n (a;b;c) est un vecteur normal au plan (P)
Soit H la projection orthogonale de D sur (P) al@8l) a pour vecteur directeur donc il existe un réé{ tel quem =kn
La distance de D au plan (P) est égale a DH dgkd & ” n ” , Il suffit donc de connaitrie

Xy~ Xy =ka Xy =Xy t+tka
DH =kn «{y,-y,=kb e {y,=y,+kb

z,—-z,=kc z,=z,+kc
H appartient a (P) dorexy+byy +czy+d =0, soita (xp +ka) +b (yp +kb) +c(zp +kc)+d=0
k@?+b?+c?)=—@xptbyp+czp+d)

- ax,tby,+cz+d
donck:aXD+byD+CZD+ ddoncDH:k|XHnH dOl'lCDH:| = Yo % lX\[a2+b2+C2
a+b?+c? a’+b?+c?

_laxptby,+cz + d|

\/a2+b2+cz

DH

Partie B
1. AB a pour coordonnées (3 ; 0 ; — 3) donc %832 + 0% + (- 3)° = 18 donc AB = 3/2

AC a pour coordonnées (3 ; 3 ; 3) donc A€32 + 3%+ 32= 27 donc AC = 3/3
BC a pour coordonnées (0 ; 3 ; 6) donc BE€0? + 32+ 62=45

. . X 9,6
18 + 27 = 45 donc AB+ AC? = BC? le triangle ABC est rectangle en A et son aiteégale a%AB x AC = T\r

2. n.AB =1x3+ (-2)x 0+ 1x (- 3) =0 donc les vecteurs et AB sont orthogonaux
n.AC =1x3+ (—2)x 3+ 1x 3 =0 donc les vecteurs et AC sont orthogonaux
AB et AC ne sont pas colinéaires donc le vectaude coordonnées (1;-2;1) estnormal au pl&QA
Une équation du plan (ABC) est donc de la foxme2y +z+d = 0.
C appartient au plan (ABC) donc 6 x2 +5 +d=0donad =-9
Une équation du plan (ABC) est- 2y +z—-9=0
d= IXp =2yp + 2, -9 |: [4-2x0+ 1)- 9 |
\/12+(_2)2+12 \/12+(_2)2+12

6
d=— = /6
— =6

Le volume du tétraédre ABCD est éga%d\ agc xd

19,6
V==x x,/6 =09.
3 2 \/7
Partie C
1. Les plans Q et (ABC) ont le méme vecteur normale coordonnées (1;-2;1)donc sont paralléles.

2. E appartient & (DA) donc il existe un réekl que DE =k DA .

X-4=-Kk
donc si E est le point de coordonnéesy, z) alors{ y=-2k
z+1=3k
x=4-k
Donc E<y=-2k , E appartient au plan Q donc
z=-1+3Kk

(4—K)—2x (= 2K) + (=1 + 3K) — 5 =0 donc — 2 + B= 0 donck =

wlkF

En remplagank par% , E a pour coordonné{sla—l; ——5; 0] .
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DE =é DA donc E appartient au segment [DA].
3. Le plan Q est aussi le plan (EFG). Les plans (EEEQABC) sont paralléles donc le tétraédre EFGRI&duit du tétraédre
ABCD par une homothétie de centre D de rap%ort

Le volume du tétraédre EFGD est égazl%élv ABCD = :—1 .

Amérique du Sud novembre 2009 4



EXERCICE 2 (5 points) Candidats n'ayant pas suivi'enseignement de spécialité
@-)@+i-2) _@-i(-1+i) _@a-i? __ 2i

1.a. [laffixe du point P’ image pdrdu point P d'affixe (1 + i) egt= - _ -
1-i-2 -1-i 1+i 1+i

Z=—(1+1i)

b. AP apour affixe 1 +i—2=—1+i
BP' a pour affixe — 1 —i+2=1—i dom&P = — BP' donc les droites (AP) et (BP’) sont paralléles.

C. Pour montrer que deux droites sont perpendiculairssiffit de montrer que leurs vecteurs direcsesont orthogonaux donc
gue leur produit scalaire est nul.
PP'a pour affixe -1 —-i—-1—-i=-2-2i dona/kteur PP’ a pour coordonnées (— 2 ; — 2)

PP'. AP = — 2x (— 1) + (— 2)x 1 = 0 donc les droites (AP) et (PP’) sont perpeuidires.

2(z-2)

2. fM)=M e 2=7 = 2= —
z-2

= 2(z2-2)=z2@Z-2)=22-22=22-227 = z=z = M décrit l'axe des réels

privé de A (2)

3.a 2-2)(z-2=€-2)(z-2)=|z-2 Pdonc(z-2)(z - 2) est réel.

z(z- 2(z-2)+2 z- - '+ z-
b. z'+2=Z£Z 2)+2:z(z _2) 22z 4:2_2 4doncz 2: zz_4
z-2 z-2 z-2 z-2 (z-2)(z-2)
- '+ 2 '+
zz :|z|2d0ncz 2 = 2] ?donc pour tout nombre complexe distinct dez—2,—2 est réel.
z-2 |z-2]| z-2
C. AM a pour affixez— 2 etBM' a pour affixez + 2,

Comme z > est réel, il existe un rékltel que z 22 =k soit tel quez + 2 =k (z— 2)
z- z-

donc il existe un rée tel queW =k AM donc les droites (AM) et (BM’) sont paralléles.

4, On désire donc montrer que pour tout point M nauéssur la droite (AB), les droites (AM) et (MM'pst perpendiculaires.

MM' est le vecteurd'affixé—z=zgz_ 2) —-z= z 2_2_2_ 2#2 ‘= ZEZ_ 2)
z2—2 z-2 z—2

M appartient au plan privé de (AB) donc M n'appattipas a I'axe des réels dant z donczgz—_zz) 0
z —_—
2(z- 2)
2 o 2(z-2 - . o - .
donc (AM ; MM') = arg———>— orz— z est un imaginaire pur & - 2)(z - 2) est réel non nul
2 (z-2)(z-2)

N |

(AM ;MM') = ar

N

p=|

% est un imaginaire pur non nul doné&Nl ; MM') = ot k1t (k O Z) ; les droites (AM) et (MM’) sont
z2-2)(z-

perpendiculaires.

5. Si M appartient a (AB) alors(M) = M donc M' = M (question 2). I

Si M n'appartient pas a (AB) alors les droites (AM) (MM’) sont

perpendiculaires et les droites (AM) et (BM’) spatralléles. B A

Pour construire M', il suffit donc de tracer la @lle en B a (AM) et la | | ©
perpendiculaire en M a (AM), leur point d'intersentest M'.

\
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EXERCICE 2 (5 points) Candidats ayant suivi I'ensegnement de spécialité

Partie A
1. ABCD est un carré donc IK =;AD = %AB donc AB =2 IK

IK K _1
sa pour rapport— = —— =—
P PP AB 21K 2

sa pour angleAB; IK ) = (AB; AD ) doncs a pour angleg.

2. Le triangle AlJ est rectangle en J dorid O ; le triangle BKJ est rectangle en J dond¢ [,
I etl , se coupent en J donc ont un second point d’intBoseQ.

SoitQ' le centre de la similitudg s est une similitude d'angkg telle ques(A) = ets(B) =K

S(A) = | donc (QA, Q1) = g + 2k tdoncQ’ appartient au cercle; de diamétre [Al]

s(B) = K donc @B, QK) = g + 2k mdoncQ' appartient au cercle, de diamétre [BK]
Q' est donc un point de l'intersectionldeetl” , donc soitQ' = J soitQ' = Q

(3A .3 =—g + 2k (k0 Z) doncQ' # J doncQ' = Q

3.a. Une similitude directe d'angl’eéT transforme la droite (AC) en une droite perpenidicel passant pa(A) donc par |.

| est le centre du carré ABCD et les diagonales)(@&GBD) sont perpendiculaires en | da(@C)) = (BD).
De mémes transforme (BC) en en une droite perpendiculaagsant pag(B) donc par K dons((BC)) = (CD).

C est le point d'intersection des droites (AC)BEE) doncs(C) est le point d'intersection @€AC)) ets((BC)) donc de (BD) et (CD)
doncs(C) = D.

b. | est le milieu de [AC] et une similitude consetgs milieux doncs(l) est le milieu du segmerng(R) s(C)] soit E est le milieu
du segment [ID].

4, seo sest la composée de deux similitudes directes daardentrel) doncs © s est une similitude directe d'angle la somme des
angles des deux similitudes smiet de centr€.

sos(A) =s[s(A)] = s(I) = E donc QA , QE) =1+ 2kt (k O Z) donc les points AQ et E sont alignés.
Partie B
1. A est le point d'affixe 0 AB = 10x [% Ej donc B a pour coordonnées (10 ; 0) donc poureaffix

AD = 10x [&) Ej donc D a pour coordonnées (0 ; 10) donc poureffix i
AC =AB +AD donc C a pour affixe 10 + 10 i

2. | est le milieu de [AC] donc a pour affixe 5+ 5 i
s est une similitude directe donc a une écriturepere de la formeg =az+b
s(A) = I donc 5 + 5 i @b doncs a une écriture complexe de la formeaz+5+ 5

K est le milieu de [CD] donc a pour affixge(zc +2zp)=5+10i

s(B)=Kdonc5+10i=1@+5+5idonc 1&=5isoita= LZ doncs a pour écriture complex@= LZ z+5+5i.

3. Q est l'unique point invariant dedonce = LZ o+5+5is0it(2—ip=10+10i

w=102F1 2o EFDCHD o o iy =21+3i)donw=2+6i
2-i 2-i0)(2+1)

4, Calculer I'affixezg du point E et retrouver l'alignement des point£2et E.
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i . . 5 15,
) =Edoncze=—-(5+5i)+5+5i=— + —i
s(1) E 2( ) >3
mapouraﬁixe2+6ieﬁapouraﬁixeg+1—25iorg+1—25i:g(1+3i)orgxg(1+3i):2+6idoncATZ:ilﬁ

(&)

Les points AQ et E sont alignés.

5. Les points AQ et E sont alignés donc il suffit de montrer ueC, L d'une part é2, D, J d'autre part sont alignés.
QC apour affixe 10 + 10i— (2 +6i) =8+ 4

QL apouraﬁixeSi—(2+6i):—2—idor§FC =—4QL doncQ, C, L sont alignés.
QD apour affixe 10i—(2+6i)=—2+4i=-D£2])

QJa pour affixe 5-(2+6i)=3-6i=3(1 —)Zjbncm = —g QD doncQ, D, J sont alignés.
Les droites (AE), (CL) et (DJ) sont concourantepaint Q.
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EXERCICE 3 (5 points) Commun a tous les candidats

-e " (2-x)-FDHe* e *(x-1

l.a f'(¥)= 5 = >— . La fonction exponentielle est strictement positisur [0 ; 1]Jx—1<0
(2-x) (2-x)
X 0 1
f - 0
(%)

b. f est strictement décroissante sur [0 ; 1]donc pauirx de [0 ; 1],f (1) < f (x) < f (0) donc pour tout réedde l'intervalle [0 ; 1],
E <f (X) < 1
e 2

2. Soit J et K les intégrales définies par\joé(2+ x)e * dx etK :J: xZ f(X)dx.

a Soit Uu'(X) =e *alorsu(x) =— €
V(X) =2 +xdoncv(x) = 1
I _ -x] 1 I-x _ 1 -x7t _ 1 —1 _ —1 _ 4
J=[-(2+x)e ]O—jo e’dx =-3e'+2-[e]| =-3e'+2-e'+1=-4¢ +3=3—.
b.  Pourtoutxde [0 ; 1],} sf(x)s% donc}xzsxzf(x) < % x?
e e

Les fonctionx - :—sz;x - X2f(X) etx - 1 x? sont continues sur [0 ; 1] dorJ.c1 :—szdx < J " x? f(xdx < j 11xzdx
e 2 oe 0 02

soit:—L.[lxzdxsKsl.[lxzdx
e’o 2°0

3 1
or '[ ' xdx =| =—| = 1 donc en rempla(;ant:i <K< 1.
0 3], 3 3e 6

¢ J+K:.[:(2+X)e_x dx +I:X2 f(xdx :J‘:{(2+x)ex+xzzex}dx :J.l{‘wx}dx :4J1(exjdx

- X ol 2-Xx 0 2-x
doncJ+K=4I.
d. isKsidonc3—4+isJ+Ks1+3—ﬂ.soit3—£s4|s£3—£'
3e 6 e 3e 6 e 3e 6 e
§—Esls E)——ldonc0,4]s|so,43
4 12e 24 ¢
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EXERCICE 4 (4 points) Commun a tous les candidats
1.a. Pour chaque question, il existe 3 réponses donclps® questions il existe®3nots-réponses possible & ce questionnaire.

b. On une succession de 5 expériences aléatoiresgdestet indépendantes (répondre a une question)
Chacune d'elles a deux issues :

« laréponse est exacte £ %)
. . 2
* laréponse est inexactg £ 5)

donc la variable aléatoire comptant le nombre gemées exactes suit une loi binomiale de paramﬁreg)

p(E) =p(X = 1) = 0,329218107

32
p(F) =p(X=0) = -7
On pouvait aussi détailler :
Si une seule réponse est exacte alors soit le adaindi bien répondu a la premiére question et s@sipé aux 4 autres réponses
(1 x 2* cas favorables) de méme il peut avoir bien répantiudeuxiéme question et s'étre trompé aux 4suéponses (42* cas
favorables) donc le nombre total de cas favoragsesx 2 = 80

80
BE)=p(X=1)=—
P(E) =p(X = 1) 13
Si aucune réponse n'est exacte, le candidat adédanx & chaque question, le nombre de cas falasraist donc 2= 32
32
F)=—
P(F) 243

Les palindromes possibles sont :

AAAAA BAAAB CAAAC
AABAA BABAB CABAC
A ACAA BACAB CACAC
A BABA B BABB CBABC
A B BBA B BBBB CBBBZC
A BCBA BBCBB cCBCBC
A CACA BCACB CCACC
A CBCA B CBCB ccBCcCC
A CCCA BCCCB ccccece

3

On a donc % 3 palindromes dong(G) = g— =%

2.a. Onune succession de 28 expériences aléatoiretigdes et indépendantes (répondre au questionnaire)
Chacune d'elles a deux issues :

. . 3
* le mot-réponse ne comporte aucune réponse emmeﬁ).
* le mot-réponse comporte au moins une réponse efpcté —p).

. S . . I . 32
donc la variable aléatoire comptant le nombre gemées exactes suit une loi binomiale de param@&sﬁ)

b p(X 1) =p(E) +p((F) = 7,2 =046
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