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1. Dans cette question, on demande au candidat d’expes connaissances.

On suppose connu le résultat suivant : la fonctiesn e” est 'unique fonctiord dérivable suR telle quep’ = ¢, etp(0) = 1.
Soita un réel donné.
a. Montrer que la fonctiof définie surR parf (x) = e**est solution de I'équatioyi =a .

ax

b. Soitg une solution de I'équatioyi = a y. Soith la fonction définie suR parh(x) =g (x) e~

Montrer queh est une fonction constante.
c. En déduire I'ensemble des solutions de I'équagicna .

2. On considére I'équation différentielle (EY .= 2y +cosx.
a. Déterminer deux nombres réelgtb tels que la fonctiofy définie suR par :f o (X) =a cosx + b sinx soit une solutiotii ; de
(E).

b. Résoudre I'équation différentielle gi:y = 2y.
Démontrer qué est solution de (E) si et seulement sif 5 est solution de (F).
En déduire les solutions de (E).

oo

e. Déterminer la solutiok de (E) vérifiank (gj =0.

CORRECTION
l.a. f(x)=e**doncf’(x) =ae®* soitf (x) =af (x). La fonctionf définie surR parf (x) = e**est solution de I'équatioyi = a y.

1.b. h(X)=g(x) e **; hestle produit de deux fonctions donc il faut apdr que v)' = U’ v+V uavec :
u(x) =g9(x) u(x) =g(x
v(x) = e % V(X)=-ae”
donch'(x) =g(x) e ~g(x) ae™** = [g'(x) —ag(x) ] e"
or g une solution de I'équatioyi =a ydoncg'(x) =ag(x) d'oug'(x) —ag(x) =0
on en déduit qub’'(x) = 0 donch est une fonction constante.
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1.c. Sigest une solution de I'équatigh=a yeth la fonction définie suR parh(x) =g (x) e ®” alorsh est une fonction constante

donc il existe un réd tel queh(x) =k d'oug (x) e **=k doncg(x) =k e**.
Les solutions de I'équatioyt = a y sont les fonctions de la fornkee®* aveck réel.

2.a. fgestsolution de (E) dorfg’ (X) = 2f (X) + cosx
fo (X) = —asinx + b cosx donc pour touk réel, —a sinx + b cosx = 2 (@ cosx + b sinx) + cosx
pour toutx réel, -a sinx + b cosx = (2a+ 1) cosx + 2b sinx

Cette égalité est vraie pour toutéel donc en particulier por= 0, et poux =

NI

pourx=0,cosx=1etsik=0dondb=2a+1

pourx = g cosx=0etsixk=1donc-a=2b

b=2a+1
On obtient donc le systérr{e_ a=2b doncb =-4b + 1 soitb = é donca=-2b= —é

fo(X) = —é COSX + é sinx est solution de (E).

2.b. Les solutions de I'équation différentielle {[: y' = 2y sont les fonctions de la forniéx) = k e** aveck réel.

2.c. f-fpoestsolutionde () = (f—fo) =2(f—fg) = f'—fo=2f-2fp = f'=2f+fy -2
orfg (X) = 2f o (X) + cosx soitf o' (X) — 2f o(X) = cosx
f—foestsolutionde () = f'=2f+ cosx = fsolution de (E)

2.d. fsolution de (E)- f—f, est solution de (F) = f(X) —fo(X) =ke?* < f(x) = C €®* +fo(X) ou C est un réel

f solution de (E)- f(x) = C ezx—é cosx + % sinx.

2.e.  kest solution de (E) donc il existe un réel C te gour touk réel,k(x) = C e —é COSX + % sinx.

k (1—;) = 0 donc en tenant compte que ges0 et sik=1, C €'+ % =0doncC= —;e
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donck(x) = ez 2 oext Losinx
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