Dans chacun des exercices, il s'agit de calculer EXERCICE 3

l'intégrale donnée.
9 a. I:J-e (1+1jdx
1 (X
EXERCICE 1
[— e_
] |—.[Jfldx I—[In|x|]l—lne—ln1
: X =1
1
f(x) == donc FK) =In |x| L
)i/_ b. J:IO“ tanxd x
2
I=ln|—|{=Iny2-In2 i
[ 2] J_ f(x):tanx:SInX
COSX
I=1In2—ln2 u(x) = cosx
2 u'(X) = — sinx
I:—llnz. f(x):_M
2 u(x)
donc FK) =—In Ju(x) |
b J—jz X _dx n
. -2 x?+5 J=J-4 tanxdx=F[1—;j—F(O)
ux) =x2+5 0
1 2
u'(x) = 2xdoncx = = U'(X) Fl ] =—ncos | =—1n £ =1In2
2 4 4 2 2
f(x)=EM F(O)=-Incos0=0
2 u(x

1 J=1In 2.
donc Fg) =~ In [u(¥ | 2

orx?+ 5> 0 pour toux de IRdonc :

F(X) = %m (x*+5)
Session de remplacement, 1990

f— X — — —
)= .[—2 x 2 +5d X =F@2)-F2) Soit la fonctionf définie sur IR parf (x) = 1 X > etla
+
J=0 s X
EXERCICE 2 fonctiong définie sur IR pag(x) = Z
_rs 1 1
a. I_.[o X+1dx 1. Calculer: Il:.[o f(x)dx.
—y?2
F() = —1 donc FE) =In [x+1 | u) =x"+1 .
x+1 u'(x) = 2xdoncx = = U'(X)
I=In4-In1l 2
=2In2. '
n2 F4) = 1 u'(x)
, 2 u(x
2 X

b. J :fo NI donc une primitive déest F : FX) = %In [u(¥) |
ux) =x*+5 1 )

1 u(x) > 0donc F{) = =In (x~ +1)
u'(x) = 3x2doncx = = U'(x) 2

3 I1=F()-F(0)
f(x):iw |1=1In2

3 u(x) 2
donc F§) = EIn [u¥) | ) !
3 2. Soit 1, —j g(x)dxCalculer I, + 1, et en
0
2
J= J' 2 _X dx = F(2) - F(0) déduire la valeur deyl
0o x3+1

1 1
L 1 |1+|2:j f(x)dx+j g(¥) d x
J:§|n 13—§In 5. 0 0

1
Lt le=[ 100+ 9(9]dx

3 2
X X X(1+x°)
orf(x)+g(x) = + = =X
09+ 909 1+x2  1+x? 1+ x?




donc
1
I1+I2=.[ xdx=[—x2}
0
1
|1+|2=E
donclln2+I2:l
2 2
|2:1—1|n2
2 2
Algérie, 1985
On considére la fonctiohdéfinie par
2x-=7
f)=—5——.
® x?2-2x-3

Déterminer les nombres réedset 3 tels que, pour tout
élément de I'ensemble de définitionfde
2x-2 L, B

f(x) = .

®) x2-2x-3 x+1 x-3

£ 09 — 2x-2 N B .
x2-2x-3 x+1 x-3
-5 _a B

= +
x?-2x-3 x+1 x-3

o , B _(a+p)x+B-3a
x+1 x-3 (x+D) (x-3
a B _(a+B)x+B-3a
x+1 x-3 x2-2x-3
donc(a+E)X+B_3a= 2—5
Xc=2x-3 X“=2x-3
donca+B=0etB-3a=-5
donca = > et[3=—E
4 4
doncf(x):L+§x 1 5,1
x2-2x-3 4 x+1 4 X—=3

En déduire une primitive F de la fonctibrsur l'intervalle
13; +oo[; calculer lim F(x).
X - +00
5
In

F() =In |x2—2x—3|+z |X+1|—%In|x—3|+kou

k est un réel quelconque.

x?—2x-3=k+1) k—23)
x> 3 donex?—2x-3>0x+1>0ex—3>0
donc

F(X) = In (x*—2x—3) +%In (x+ 1)—%In (x—3) +k
F() = In (x*>—2x—3) +;[In (x+1)—In&-1)] +k

F() = In (x2—2x—3)+§|n ( X+1] +k

lim (X—Hj =1donc lim In (X—-Fij =In1=0

Xx-4+0 | X—1 X - + 00

lim x2-2x—3=+wor lim Inx=+ow

X —» +o00 X - +o00

donc lim In (x*=2x—3) =+

X - + o0

donc lim F(X) =+

X - + o0

EXERCICE 3
Soit la fonctionf définie surd ] 0, + oo [ par :
f(x) = ;2
X (1+x)
1. Déterminer trois réebs b, ctels que,
pourtoutxD]0,+oo[;2 =2 +L +
X (1+ x) X 1+x
_c
(1+x)?

a b c
X

. N _a(l+x)2+bx(1+x) +cX
1+x  (1+x)? X (1+x) 2
_(a+b)x?+(2a+b+c)x+a _ 1
- X (1+ X) 2 X (1+x)2
at+b=0
il faut donc que; 2a+b+c=0
c=1

doncc=1l,a=-1letb=1
f(x)=—1+ L + 1 >
X x+1 (x+1)

2. Soit X > 0.

X 1

1 x(1+x)?2
Une primitive def estg :

a. Calculer J =j

1
X)=—In|x|+In|x+1|-—
909 == fx | +In x+ 1| ———

L +1—In2

X>0doncJ=-InX+In(X+1)
X+1 2

b. Vérifier que la fonction F définie sur ] O ;e[ par

_(* 1
F(X)_J'l Ll

est la primitive nulle en 1 de
si X >0, F(X) =g(X)++% —-In2

donc F est une primitive de
F(1)=0
donc la fonction F définie sur ] 0 ;o¢[ par :
X
F(X) = .[ ;2
1 x(1+x)
est la primitive nulle en 1 de

National, 1995
L'objectif est de calculer les intégrales suivantes

1
:I ;dx
0 X2+2



1
K=.[ Jx%2+2 dx
0
1. Calcul de |

Soit la fonctiorf définie sur [0, 1] par :

FO)=In(x++ x2+2).

a. Calculer la dérivée de la fonctian- 4/ x 2+2 .
La dérivée dex - 4 x2+2 est la fonctionx -
X
x2+2
b. En déduire la dérivéle def .
SOItU(X) =X+ 4 X2 +2,
u) =1+ X - _u
Jx2+2 Jx2+2
F1(4) = u'(x) - U 1 _ ul® o 1
u(x) U fx?+2 UM

f'(x) = 1

x2+2

doncf est une primitive de& -

C. Calculer la valeur de I.

1=f(1)-f(0)=In(L+/3)-In2

2. Calcul de J et K
a. Sans calculer explicitement J et K, vérifier que
J+21=K
1
:J’ ;dx
0 [x249
1 2
J= X d x
0 Jx24+2
1 X 2 1 1
J+2|=j —dx+2J' d x
0 'X2+2 0 X2+2

X2 +2
2
or X *2 = x%+2 donc
X2 +2
1
J+2|:j Jx2+2 dx =K
0
b. A l'aide d'une intégration par parties portant su

lintégrale K, montrer que K =\/_3 — J. (Admettre ce
résultat)

C. En déduire les valeurs de J et de K.
J+21=KorK=,/3-J.
doncJ+21=/3 —Jsoit23=5/3 - 21

J=73—Iorl=ln(1+ﬁ)—lnﬁ

donc :

J=§—In(1+\/_3)+ln\/_2

Nancy-Metz, 1980
On consideére la fonction numérique de la variaBlele f

- 1
définie parf (x) o x’
a. Déterminer une fonction polynéme P, de degré
inférieur ou égal a 3, qui méme valeur et méme nombre
dérivé quefen 0 et 1.
PX) =ax®+bx?+cx+d
P(0)=f(0)=1dond=1

P(1) :f(1)=% donca+b+c:_%

1

P'X) =3ax’+2bx+cetf'(X) = ————
*®) ) 17 x)2

P'(0) =f'(0) =-1donc=-1
P'(1) =f'(1) = —% donc 3a+ 2b+c= _%
soit le systéme :

3a+2b+c=-

atb+c=-

Lol O IS NG [N

C —_—
d=1

3a+2b=E
4

1
a+tb==
donc >

c=-1
d=1

soita=—1,b=§,c=—1,d=1
4 4

P(x):—1x3+ 32 x+1
4 4

b. Soitk la fonction numérique définie par
k(X)= LI N N
1+x 4 4

Factoriserk et en déduire la position relative dg & Cp,
courbes représentatives respective$ eteP, dans un méme

repére (O , j ) orthonormé du plan.

k(x)=i PN S IV IV |
1+x 4 4
kg = XD D L s gy
1+x 4

x2 1,
K(X) = FIx2(x—3
() % T 2% (x-3)

X2 _x?
k(X)—m (4+X—3)—T

(o A l'aide d'un encadrement de X-pourx O [0, 1]
montrer que :

1
L < J- k(x)dx < L .(Admettre ce résultat)
24C 0 12C



1 1
d. Calculer j f(x)dx et J' P(x)d x.
0 0

jol fe)dx =[In[1+x]]} =in2

1 1, !
-—=x* +—x - X% +X
16 2 .

1

P(x)dx= {

0

1 1,
2

= 1 — +1
16 4
-1+4-8+16 _ 11
16 T 16
e Déduire des résultats précédents la valeun de

n+1

IN telle queL <ln2<——.
24C 24(C

k(x) =f (x) — P&
1 1 1
Orﬁ<jo k(X)dX<ﬁ

1 1 1 1
donc— < f(X)dx — P(X)d x< —
24C .[o () .[0 ) 12C

.1 11 1
soit— <In2-— < —
24C 16 12C
1 11 11 1
+ <| =+ —

24C 16 16  12C

166 167
— <lh2<—
24C 24C

doncn =166

Reégles utilisées :

Inl(e) X

EXERCICE 1 p 158

a. Ine3)=-2
. a1
en utilisant que™ "= —:
ea
e—ln3 |13 :E
e 3

. 1
ou encore en utilisant que —drF In [—j :
a
5
In| =
e—ln3: e 3 =3
b_ e

b. en utilisant que® ™ = —
€

ou encore en utilisant quedInb =In (Ej

INn3-In2= In(gj
2

In(gj 3
eIn3—|n2= e 2)- 2
2
3
e3In2 eIn2 eIn8 8
= T e T ps- L en utilisant quen Ina =
€ € € 5

EXERCICE 2 p 158

a. In(2e*)=In2+Ine3)=In2+3
en utilisant que Ingb) =lna+Inb

a

. e
en utilisant que— =e®
€

e?*hns —2+h3-(1-2I3L o1+3In3
e1—2In3
en utilisant que®*® =e?x e’

2+In3

e’ —elxe3N3-ax eMB)zgxh??
e1—2In3

2+In3

e —
oizns 278

- 1
b. en utilisant que Ir\/_ =Elna
In(1/e5)=lln(e5)=§.
2 2

Ine‘ﬁ:\/_B.
EXERCICE 3 p 158
a. e*e *=e**=e=1

e° = @5X-(3x+2) _ g2x-2
e3x+2
b. In (%) =—-2x

“mx_ 1 _1
¢ - eIn>< _;
EXERCICE 4 p 158
a. (e te )2 —(e) +2e*e ™+ (e7)?
(e*+e” ) —e X+2e* *+e Pore* *=e’=1
(e*+e™?=e?+2 +e ¥
de méme :
(ex_e—X)2282x_2+e—2x
donc:
(ex_e—X)Z_(eX_e—X)2:4
(ex_e—X)2+ (ex_e—X)Z: 2e2x+ 2e—2><
EXERCICE 5 p 158
a. on peut démontrer de deux facons :

In(e*+e™=In { e [1+

-b

=)

=In@E)+In(1+e %)

=x+In(1+e™ %

autre méthode :

Ina”.



x+in@+e ) =InE)+In(1+e %)

= In[eX (1+e‘2X)J

n(e*+e*xe )

=
=In @ +e* )
=In@E* +e™)
=X
e
X X ex(l_ XJ
eX-e e
b =
eX+e™* -X
ex(1+ <
e
l_e—X—X
1+e—X—X
1_e—2X
1+e—2X

EXERCICE 6 p 158
X+In(l+e)=InE*)+In (1 +e™)

In[e* (1 +e™)]

In €*+e*™)

In€*+1)

I imnn o

b.
eX
1 1 eX-1
—-X —2X — —
¢ © T8 TN T T o
EXERCICE 21 p 158
a. e*=3donx=1In3
b. e* = — 3 impossible, une exponentielle est toujours
positive.
C. ele doncx=1In 1 =—In2
2 2
d. e*’ =2 donex?=In 2
X=4In2 oux=—=,/In2.
EXERCICE 22 p 158
a. Inx = 2 doncx = e?
b. In(x?-1)=1- x*-1=e
- x?ze+1
= Xx=,e+1l oux=-, e+l

EXERCICE 23 p 158
a e l=ed "2 L 2x—1=3-X%
= 4Xx=4 = x=1

b. X T —e 35 L y247=_3+5
= X2+3x+2=0
e X=—loux=-2

EXERCICE 24 p 158
a. e—e =0 ez = x=—Xx

= 2X=0= x=0

2 2
b. e xe?*=1- e "?*=1

= X2+2x=0< x=0o0ux=-2

EXERCICE 25 p 158
a. e +e =
toujours strictement positive donc la somefe + e
strictement positive.

— 1 impossible une exponentielle est
~2X est

X
e 1 2
b. == = e x e=g?*
es* e
2
o et ze? o x?+1=2x

- x?=2x+1=0
- (x—=1)°=0
Centres étrangers 1996

1l.a I(a):jlx(lnx)zdx

u' (¥ =x u(x)=%x2
vix) = (Inx)?  V(x) = 2Ir17x
1
I(a) = [%xz(ln X) 2 } ) —j: xIn xd x

I(a)=—a—22(ln a)Z—J-: xIn xd x.

1
1.b. J(a):J' xIn xd x
a

u' (x) =x ux) = = x?

[EEY I\>|l—‘

v(X) = Inx V(X)) ==

x

1
1 5 11
Jo)y=| =x“I - =xd
(@ [zx nx} J-azx X

a

1
J(a):—a—zzlna—[lxz} .

4 [of
2
) =-LIha- 1 1,2
2 4 4
a? 1 1 .,

Jo)=——Ihoa—-=+=a
2 4 4

() = —a—;(ln o) *~ J6)

2 2

a 2 A 1 2
l(a)=——(na)*+ —Ina+ = —
(0) 5 (na)™+ = 2

ar.

NG

1 1 1
C. (0)=—=(alno)?+ =a?lna+= —
(a) 2( ) > 2

N
Q

lim alna=0etlim a?lna=0
a-0 a0

donc Iim I(a) = 1
a-0 4

1
2.a sk(a)=ja f, (x)dx



1 1
sk(a)=ja x(|n><)20|x+J'(x k xd x

1
Se(a) = |(a)+kj’ xd x
1

Sk(a):l(a)+k{%x2}

a

1 1
S(@) =1(0) + =k—=ka?
k(o) = 1(a) 2 K5

. 1 . 1 1
lim I(a) = = donc lim Sy(a)==+ =k
aﬂo() 4 a-0 «(@) 4 2

Sy = 1 + l k.
4 2
b. Le carré OILJ a pour aireula.

L'aire limitée par la courbe & l'axe () et la droite
d'équatiork =1 est $ = % .

L'aire limitée par la courbe &, I'axe (X) et la droite
. 1 1
d'équatiork =1l est§,=— + —.
q S, 2t 2
L'aire limitée par les courbesyOC., et la droite d'équation

x=1lestS,—Sy=

N

L'aire limitée par la courbe G I'axe (X) et la droite

. 1.1
d'éguatiok=lest§=— + —.
a 3 4 2
L'aire limitée par les courbes;(OC., et la droite d'équation
1

x=lest§-S,=—.
S-S, 2

. coads
donc l'aire restante est egalg‘:a

Les courbes g C.,, C, partagent le carré OILJ en quatre
parties égales.

Exercice 1 : France Métropolitaine Juin-99
Dans cet exercice est un entier naturel non nul.
On considére la suiteif) définie par :

2 L
0 t+2
l:a: SoitF lafonction définie sur [0 ; 2] par :
2t+3
F() = .
© t+2

Etudier les variations de F sur [0 ; 2]. En dédujoe, pour
tout réelt dans [0 ; 2],
7
< < —
5 < F(t) < 1
b: Montrer que, pour tout réetlans [0 ; 2], on a:
3 ! r ts
—eN<Ft)e"<e" —.
2 4

w

C: Par intégration, en déduire que :
2 2
En en-1|<u,< Zn en-1}.
2 4
_eh-1
d: On rappelle quelhlm0 =1.

Montrer que, si { ,) possede une limite L, alors L est
compris entre 3 et 3,5.

2 :a: \Vérifier que, pour toutDans [0 ; 2], 0on a:
2t+3 _ 5 1
t+2 t+2°
22t+3
0o t+2
b: Montrer que, pour toutdans [0; 2], on a :
t 2
l<enN<en.
2
En déduire quetu,< e".
c: Montrer que ;) est convergente et déterminer sa
limite L.
Correction

dt.

En déduire l'intégrale | {

Exercice 2 : France Métropolitaine Septembre-98
On considere les intégrales :

| = joncos“xdx etJ :jonsin“xdx.
1l:a: Montrer que l'intégrale | peut s'écrire :
I = .[On cosx[cosx — cosxsin 2 x] d x
b: A l'aide d'une intégration par parties, montrer gue

I
I:j sin?xdx — 13
0 3
R L 1
c: Montrer de méme que Jf: cos“ xd X_§ l.
0

2:a: MontrerqueI+J=3Tn.

b: Montrer que | —J = 0.
c: En déduire les intégrales | et J.
Correction



Exercice 3 :Asie Juin-98 . (1 5 5
Pour tout entier naturel non nulon considére l'intégrale : 3: Soit Gk) = e (E Xt X+Zj -Montrez que
|, = .[ “nx)"dx. G est une primitive def[(x)] > surR.
1 4: La valeur moyenne def[(X)]? sur le segment [O ;
1:a: Démontrer que, pour toutdans l'intervalle 1 ¢, m] a-t-elle une limite lorsquen tend vers o ?
et pour toun entier naturel, on a : Correction
In(x)"—In®"**>0
b: En déduire que la suitefjlest décroissante. Exercice 6
2:a: Calculer |, a l'aide d'une intégration par parties On pose o est un entier naturel non nul.
b: Démontrer que pour tout entier naturel non nul, 1:a) Calculez I, ( On pourra faire une intégration par
ona: h+i=e—n+1)l, parties)
c: En déduire b, I3 et |, b) Montrez que pour tout entier naturel non nul :
Donner les valeurs exactes, exprimées en fonctiog dt e p+l
les valeurs approchées a T{prés par défaut. lps1=— — Ip
3:a: Démontrer que pourtoutl,=0 A 3. 3
b: Démontrer que pour toat (N + 1)I,< 1, e. ©) Dedwse;-gnﬂ, puis .
c: En déduire la limite de,| 2: On considére la smte. 6) . penper; 0.
d-: Déterminer la valeur de |, + (I, + I 1+ 1) et en a) Mont(ez gue cette suite est decrmssantg.
déduire la limite da | , . l:_)) _ Etablissez la convergence de cette suite vees un
Correction limite L = 0. _ o .
3:a) Montrez qu'il y a contradiction entre le faitegu
Exercice 4 : Sujet National 1995 soit strictement positive et la r_ela_ltion obtem_msdh :b).
L'objectif est d'étudier la suites §) définie pour tout entier b) Déduisez-en alors la limite de la suite, (|

Correction

1 1
npar:ug= .[ ——dx
0 J1+x? Exercice 7 :
Tt
1: Calculez I‘intégraIeJ. 3 sin®xcosxdx.
0

o
—dx
0 2
1+x
. . - e 2: On considére les intégrales définies par :
1:a) Soitf la fonction numérique définie sur [0 ; 1] par : -

5 1
- 3
f(x)=ln(x+\/1+x2). IO_J-O cosxdx et

et pour tout entien>1,u, =

Calculer la dérivéé' def . En déduirau. T sin" x
b) Calculeru . pour toutnde IN, I, = J- 83— —dx
2:a) Prouver que la suiteu(,) est décroissante. En 0 COsSX
déduire que la suitau() est convergente. a: Calculez |+, — |, en fonction den.
b) Montrer que pour tout nombre appartenant a b: Calculez . Déduisez-enjet Is.
lintervalle [0; 1] ona: k {1+ x? < ﬁ 3: Soitf la fonction définie su[o;g} par :
Déterminer la limite deu,).
3: Pour tout entiem supérieur ou égal a 3, on pose : £ =In (ta’,(ﬁ_l_ﬂn
) .
In=J- x"" 2 1+x?dx. 7 .
0 a: Montrez quef est une primitive de la fonctiog
a) Vérifier que pour tout entian supérieur ou égal a e T _
3. on Up+Up_p= I | définie sur 0,5 parg(x) = osx’
Par une mte_grahon par parties portant syrrhontrer que b- Déduisez-eng puis I et I,
pour tout entien= 3, on a : 5m
n.un+(n—1)un_2=ﬁ On rappellequetaﬂﬁ :\/5 +ﬁ
b) En déduire que pour tout entiesupérieur ou égal
a3, ona: (h—l)unsﬁ Exercice 8 :
. L
c) Mor!tr(_ar que la suiten( u ) est convergente et Calculez | :J‘ 2 (xc032 X + cos? x)d X
calculer sa limite. 0
Correction
_ Exercice 9 :
Exercice 5 p etn sont des entiers natures
On considere l'applicaticdnde R dansR définie par : 1 .
f(x)=x+2)e™™ Onpose:!,,n:J-Oxp(l—x) dx
(C) est la courbe représentative dledans un repere
h HOT.T it = 2 a: Calculez |, o€ty 1
orthonormal ( i,j). unité =2cm b: Calculez b et 1y p
1: Etudied et tracez (). S ¢ : Etablissez poun= 1, la relation :
2: Calculez l'aire en chdu domaine limité parQ), n
les axes de coordonnées et la droite d'équatiemi” , (m= lp,n= p+1 Ips1n-1
0).




Exercice 10 :
Pourn entier= 0, on définit la suite suivante :

. e . e
S|n=0,I0.[ xdxetsm>0,|n=J- x(Inx)"dx.
1 1

a: Calculez het |, .
b: Montrez que pour tout > 2, 2 1, +nl ,_,est
indépendant da. Déterminez alors,l
c: Montrez que la suite §) est décroissante.
2 2

A , e
Déduisez-en alors lI'encadrement—— <1,<
n+3 n+2

Déterminez alorslim I,et lim nl,.

n- +o n- +o

Exercice 11 :

T

. . - dx

Le but de I'exercice est le calcul de : | =* —

0 cos>x

Tt

2 d x .

0 cos 2n+1 X

a: Montrez qu'il existe deux réedsetb tels que pour

Pour tout entier naturel on pose : | = J-

toutx appartenant % 0; 1—; } ,

1 _ acosx + b cosx
cosx 1-sinx 1+sinx’

Déduisez-en le calcul de.l
b: En effectuant une intégration par parties, memt
gue pour toun >0,

2n

ek

2nl,=2n=-1)1,_,+
c: Calculez alors l'intégrale I.

Exercice 1:
a: Un rapide calcul sans difficulté montre que la
fonction dérivée de F est :

F'e)= ;2
(t+2)
La fonction F est donc strictement croissante 8urd].
Donc, on en déduit que pour tdwdans [0 ; 2] :
F(0)< F(@) < F(2).

Or F(0) =g et F(2) = % on a donc la réponse a la

guestion.
b: Comme pour tout réel, on a&&*> 0, on obtient les
inégalités demandées en multipliant tous les terges
t
inégalités précédentes par .
3 ¢ t t
—eN<Ft)e"<— en.
2 4

c: On sait que lintégrale est une forme linéaire
positive.

Des inégalités précédentes, on peut alors dédugepqur
toutn entier naturel non nul :

3 r2 t 2 L 7 2 L
—j endtsJ' F(t)endts—J' endt
2Jo 0 4 Jo
t t
On sait qu'une primitive de" estf. e"), d'ou:

s L 2 0 2
I endt =n|e"-enh | =n|e" -1
0

t
2 —
On remarque que, = I F(t)en dt.D'ouon abien:
0

2 2
En en -1 sunszn en -1
2 4

h

1:1.

. e
c: On sait quelim
h-o

2 2 .
En prenanti{= —), comme— tend vers O si tend vers o,
n n

n- +o

2
on obtientalors: lim nj|e" —1] =2
3 2
D'ou, la suiteE nie" —1| tend vers 3 gitend vers o,

2
De méme, la suite} n [e n —1] tend vers% sintend vers

+ oo,
Comme la suiteu,) est encadrée par ces deux suites, si elle
possede une limite L, alors on doit avoir :
3<L< ! .
2

2:a: Simple calcul, aucune difficulté. On en déduit
2 2

alorsque:lzj 2t+3dt :j [Z—LJdt
0

t+2 0 t+2

I=[[2t-In@t+2]2=4-In2.
b: On utilise la fait queg*) est croissante sur IR.

Donc, pour toutdans [0 ; 2],onaf t < E.
n n

t 2
Doul<seh <e".
Comme H() est= 0 sur [0 ; 2], en multipliant les termes des

inégalités précédentes part)F(et en intégrant terme a
2

terme, on obtient ;< u,< e"l
2

= ) 2
c: Commee" tend vers 1 sntend vers 40, car —
n

tend vers 0, on en déduit de I'encadrement deita &)
précédent, que cette suite converge vers L = 42— In
Enoncé

Exercice 2 :

U
Etude des intégrales : | :I cos*xdx et J =
0

L
.[ sin“xdx.
0

1:a: On sait que pour tout réel, cos x + sinx = 1.
Donc

cos*x = cos’x . cos’x = cos’x . (1 — sirfx)

cos*x = cosx . [cosx — cosx . sin®X]

Tt
D'oul : | :I cosx[cosx —cosxsin 2 x]d X.
0
b: On remarque que la dérivée de
U(X) = [sinx — %sin3x] est U 'k) = [cosx — cosx sin?x].

Donc | peut s'écrire :



Tt
I=J- cosx U'(x) d x
0
= [cosxU(x) ] &+ .[ nsinxU(x)dx
0
D'oU,I:I TTsinx[sinx—lsin3x]dx
0 3

Tt U
I=J- sinzxdx—}J- sin®xd x
0 3Jo

Tt
I=J- sinzxdx—EJ.

0 3
c: De méme, on remarque que :

U
J :I sinx[sin x — sin x cos? x] d x
0

. 1
Si on pose ) = [ — cosx + 3 cos’x], on a alors :
V'(X) = sinx — sinx .cos?x, d'ou :

J :I TTsinxV'(x)dx
0
3 T
J=[sinxVv(x)] I —I cosx V(x) d x
0
D'ou, J =.[ 5 cosx[cosx—lcos3 X] d x
0 3

T U
J:I coszxdx—lj cos* xd x
0 3Jo

Tt
J:I cos?xdx — = 1.
0 3
2:a: Des deux questions précédentes, on en déduit que
T
I+J=.[ [sin 2 x + cos? x] d x —%[HJ]
0
Comme cod(X) + sin®(x) =1,0ona:

Tt .9 2 Tt
I [sin “ x + cos x]dx:I ldx =1
0 0

D'oU:I+J=T[—:—13[I+J]etdonc% [+ ] =Tmet

finalement : I+J =3TT[
b: Pour vérifier que (J — | = 0), remarquons que,

d'apres les définitions de | et de J, on a:

Tt
I—J=J- [ cos* x —sin*x] d x
0
Tt
|—J=J- [ cos?x—sin? x| [ cos? x +sin?x] d x
0

1
= I [cos?x-sin?x]d x
0
De plus, en utilisant les résultats de la question
1
I—J=J- [ sin?x-cos?x] d x _1 [J-1]
0 3
d'ou
1
2 [I—J]:I [sin?x-cos?x]dx
3 0
En comparant ces deux égalités, on obtient alors :

§[|—J]=_[|_J]d'ou|—J=o

c: Comme (I +J %) et (1 =J), on en déduit que :

Enoncé

Exercice 3 :
e

Etude de la suite d'intégrale{: [Inx]"dx.
1

1:a: Pour touh entier naturel, on a:
(InX)"=(nx)""*=(Inx)". [ 1 - InX.

Pourx appartenant a l'intervalle ]1€f, on sait que Irx est

appartienta]0; 1[.

Donc (InX) ".[ 1 — Inx ] est strictement négatif. D'ou :

Pour toutx dans ]1 [ et pour touin entier naturel , (I) "

—(nx)"*t>0

b: De la, on en déduit que pour tougntier naturel,

Ih—=1h+120,

et donc que la suite () est bien décroissante.

2:a:

e e
|1:I Inxdx:I 1.In xd x
1 1
_ e .1
—[xln x]l J-l xxxdx
e — Ieldx ze—(e-1)=1.
1

b: Comme la dérivée de (i) "**est f + 1)1 (Inx)
X

"ona:

lner= J’le [In x]"*1d x
In+1= [X(In ><)“*1]1e —J'e x(n+1)1(|n x) " d x
1 X

|n+1:e—J'le (n+1) (nx) " dx

lnsr=e—n+1)I,.

c: On peut alors écrire que :
l,=e—2.l;=e—2=0,718 & 10%prés par défaut
l3=e-3.1,=6—2e = 0,563 & I0prés par défaut
ls=e—4.l;=9e—24=0,464 a 10prés par défaut
3:a: Comme la fonction In est positive sur [&];, on a
bien 0< | .

b: A la question 2 :, on a montré que
lns1=€=(n+1)1,.

Comme la suite (I, ) est positive, d'aprés la question
précédente, on en déduit que pour to@ntier naturel non
nul,ona:

O<e—-(+1)l,0ouencorerf+1)I,<e

. Lo e
c: De la, on en déduit que,l< PYTE Comme la
n+

suite (niﬂj tend vers O an tend vers 4o, et que la suite
(I ,) est minorée par 0, on en conclut que la suig {&énd
vers 0.

d: Toujours d'aprées la question B :, on peut écrire
que o+ 1) I1,+1,, ;=€ 0ouencore:

n|n+(|n+|n+1):e

Comme la suite (}) converge vers 0, il en est de méme
pour (I,+ 1.+ 1), d'ou la limite den | ,este.

Enoncé



Exercice 4 :
1:a: La dérivée de la fonctioh(x) = In (x+ J1+x 2)

est, en utilisant la formule donnant la dérivée

X
1+ =
J1+x2
deIn |U| f'(x) = = !
x+{1+x2  J1+x?
De Ia, on en déduit qu'une primitive el— est la
1+x?
fonctionf et donc queuy,=f (1) -f(0)=In (1 +\/_2)
b: La fonction a intégrer admet pour primitive :
(w/ 1+ X 2) . On obtient alors :
1
Up= [wll+x2} =J2 -1:
0
a: I suffit de remarquer que pour toutippartenant a
[0 ; 1] et pour toun entier positif, on ax"**< x". Donc
n+1 x N
sur l'intervalle [0 ; 1], on a=
\/1+ X \/1+ x 2

Comme l'intégrale est une forme linéaire positivg s
[0; 1], on obtient biem . ;< u,.

Cette suite est donc décroissante et minorée pdtll@.
admet donc une limite L positive.

b: Evident carx ? est croissante sur [0 ; 1]. De Ia, on
voit que pour touk dans [0 ;1] ,ona:

1n
x"'dx

0 jl T4
< _— xs.[
0 ’1+X2 0
1
1 n+1
j x"dx =X S
0 n+1 0 n+1

1 Xn
De méme, on a .[ dx
0 /1+x2

(n+1>f

La suite converge donc vers 0.
3:a: Simple calcul en mettanf'~2en facteur.
En faisant une intégration par parties syrdn obtient :

1
n-1 1 yn-1
m:{x ,57;1 B [
n-1 0 0n-1 [14x2

(2 -u)

En utilisant la relation précédente, on obtientslo

1
Un+Un—2:m(\/_2 L)

ce qui conduit bienau,+ (n—1)u,_,= \/_2
b: Il suffit d'utiliser alors le fait que la suit@) est
décroissante et donc qugs< u,. 1 pour obtenir :

2n-=Du,< \/_2

c: D'aprés les résultats obtenus dans la questidn 2
, On peut dire que pour toat on a :
1

—————— <uy< .
(n+1,/2 n+1
eton saitque (B— 1)u, < ﬁ
On obtient alors :

10

\/_

SNuUyS ~—

(n+1>f

=1 et que lim

n-+ow

Comme Ilim
no +ow (n + 1)

u, =0, on peut

/2

. . 1
alors dire que la suitea (u,) converge vers ﬁ = -

Enoncé

Exercice 5:

1: La fonctionf est définie et dérivable siR. De
plus, pour touk réel, on a :

f')=e - Kx+2)e *=e*(-x-1).

L'étude du signe de cette dérivée ne pose auctnépne et
on obtient alors qud croissante sur | —eo; — 1] et
décroissante sur [ — 1 ;oef.

On peut voir aussi que x tend vers 0 sk tend vers o, et
vers —oo six tend vers .

La courbe dé est alors :

<
2 : L'aire cherchée correspond a
m
A(m) = (4[0 f(x)d xj cm? car l'unité d'aire sur les axes

est 2 cm.
En faisant une intégration par parties, on ob@doits :

Iom(x+2)e'xdx = [—(x+2)e_"](r)n + Iome"xdx

= [—(x+2)e_x—e_x]g1

=[~x+9e7]]

=—Mm+3)e "+3

Il ne reste plus qu'a multiplier par 4 pour avdairé en
2

cm<,

On peut remarquer que cette aire tend vers frtend vers

+ oo,

3: Pour vérifier que G est une primitive 8é , il

suffit de calculer la dérivée de G. Or :

2
G'(X):Ze_zx X_+ﬂ 1_3 e—2x X+§
2 2 4 2
G'(K) =e” 2 (x*— 4x +4)
G'(X) =[e™ (x—2)]*
G') =[f(]°
Ce qui donne alors la réponse.
4: Par définition, la valeur moyenne de(§)] 2 sur



l'intervalle [0 ;m] est :i .[ " [f(x)]?dx et comme G est
mJo
une primitive def 2.

[, 11012 dx =6 - 6(0)

:_e_zm m_2+5_m 13 13 e_zm
2 2 4

2 2 4m) 4m

On voit alors sans difficulté que cette valeur moetend
vers 0 simtend vers o,
Enonceé

[ 1% dx :_e—zm(&i 13J L 13
mdéo

Exercice 6 :
1l:a: En effectuant une intégration par parties, on
obtient :

€ .2
I1=.[ X< Inxdx
1

2

x3 © e x
l;,=]|—InXx —I —dx
3 N 1 3

x 3 x3°
;=] —Inhx-—
3 9

2ed
9

b: C'est la méme calcul que le précédent. On wigec
une intégration par parties et on obtient le résult

€ 2 +1
Ip+1:j X (Inx) P"+dx
1

1

=1
79

e

x 3 e x° 1
lpe1= | (nx) P —| Z—(p+)=(nx)Pd
o1 {3(nx) 1 [, 5y o dx

3 e
+ e
lper= | Xy Pt = PEL 52 (nyy P dx
3 3 1
1
_e’ p+l
L
c: En particulier, on a :
3
|2:e__z|1:£e3_£
3 3 27 27
3
|3:e——|2=ie3+£
3 27 27
2:a: Pour voir que la suite {} est décroissante, il suffit

de remarquer que pour taxtcompris entre 1 e, In X est
compris entre 0 et 1. Donc, pour toutompris entre 1 e,
onax?(nx)P*t<x?(Inx)P.

Comme l'intégrale sur [1€] est une forme linéaire positive,
on a bien |+ 1< 1, sip est un entier positif.

b: Le fait que |, soit= 0 est clair. C'est donc une suite
décroissante et minorée par 0. Elle converge deng une
limite L > 0.

3:a: SilLest>0, alors en particulier, la supeH(1) I,
tend vers +e0. Mais d'apres la relation obtenue ent,:on

3
e p+1
a: lpy1= — — I p.
p+1 3 3 p
Ce qui n'est pas possible si on considére le pasaalg

limite (p tend vers +0). Donc on ne peut pas avoir L > 0.

11

b: Comme L est un réel > 0, on en déduit que L = 0.
La suite converge donc vers 0.
Enoncé



