ARITHMETIQUE

DIVISIBILITE DANS Z

Pour bien préciser les notatioNetZ

N s’appelle I'ensemble des entiers naturels ;ticesstitué des
entiers positifs ou nul ; si on enléve zéro, I'enbe obtenu est
noté N*.

Z s'appelle 'ensemble des entiers relatifs ; il eshstitué de

tous les entiers, c’est-a-dire des entiers strietgmégatifs, de
zéro et aussi des entiers strictement positifonsenléve zéro,

'ensemble obtenu est nof#.

N={0;1;2;3;..} N\{0}={1;2;3;.}

2;.}
N=Z" NOZ

Multiples et diviseurs d’un entier relatif
Quelques exemples

28=14x2donc: 28 est un multiple de 14 et aussi u
multiple de 2 ; on dit aussi que 14 et 2 sont deiselrs de 28.
28 = (= 7)x (— 4) donc : 28 est un multiple de — 7 et aussi U
multiple de — 4 ; on dit aussi que — 7 et — 4 stwd diviseurs
de 28.

— 27 = 3% (— 9) donc : — 27 est un multiple de 3 et aussi |
multiple de — 9 ; on dit aussi que 3 et— 9 sontdieseurs de
27.

— 27 = - 2x 13,5 mais 13,5 n’est pas un entier. — 27 n'est p
un multiple de — 2 car il n'est pas possible denes un entier
qui, multiplié par — 2, fasse — 27 ; — 2 n'est dgas un
diviseur de — 27.

Multiples d’un entier relatif

Définition 1 Soienta et b deux entiers relatifs quelconque
S'il existe un entier relatik tel quea = b k, alorsa est un
multiple deb ou queb est un diviseur de.

L'ensemble de tous les multiples de 3 est :
{..-12;-9;-6;-3;0;3;...} ={8; kdécritZ}.

On notera parfois cet ensembleZ.3

L'ensemble de tous les multiples Beest de fagon générale
{..;bx(=3);bx(—2);bx(-1);bx0;bx1;bx2;
bx3;..}

Sib# 0, c’est un ensemble ayant une infinité d’élémerits
contient zéro qui est un multiple de n'importe gemelier relatif

b puisque 0 b x 0 .

On pourra notetb Z I'ensemble de tous les entiers relatifs

multiples deb.

b Z est 'ensemble de tous les multiples entiersifeldeb.

pourb # 0,b Z posséde une infinité d’éléments.

Exemples :1 Z est 'ensemble de tous les multiples de 1 dor
17Z=7.

2 7Z est 'ensemble de tous les multiples de 2 : d’easemble

0 Z est I'ensemble des multiples de 0 : il N’y en aiguwseul,

c’est zéro lui-méme ; donc@ = {0}.

b Z = (—b) Z car 'ensemble de tous les entiers relatifs

multiples deb coincide avec I'ensemble de tous les entjers
relatifs multiples de b.

Démonstration
a multiple deb = il existek deZ tel quea =b x k = il existe

—k deZ tel quea = (-b) x (-k) = a multiple de -b.

On noteb Z I'ensemble des multiples de

Définition 2 Soitn O Z, d [0 Z*, d est un diviseur da s'il

existe un entier relatdf 0 Z tel quen =qd.

m multiple den < n diviseur dem

On note alorsl | n.

Remarque 1L’ensemble des diviseurs de 0 Est

Propriétés de la divisibilité

n etd sont des entiers relatifs

1. ddivisen est équivalent a d divisen

2. siddivisen (n#0) alorsd|<n.
donc tout entier non nul admet un nombre fini |de
diviseurs.

3. Sidetn sont des entiers naturelsddiivisen alorsd < n.

4. siddivisen etn divised alorsn=d oun=-d

5. siddivisen etn divisem alorsd divisem

6. a divise b et divisec alors a divise bx +cy pour tout
(xy)OZ2.
En particuliera diviseb + c eta diviseb - c.

7. ddivisen donc pour tout deZ * : d c divisen c.

Nombres premiers

Définition : un entier naturel est premier si et seulement|s'il

admet uniquement deux diviseurs positifs distinttet lui-

méme.

Exemples :

1 n’a qu'un seul diviseur donc 1 n’est pas un nenpibemier.
— 3 n'est pas un entier naturel donc n'est pas omhne
premier.

24 est divisible par 3 donc n’est pas un nombrene

13 a pour seuls diviseurs positifs 1 et 13 doncueshombre
premier.

Propriété : tout entier natureh supérieur ou égal a 2 admet
moins un diviseur premier. Si cet entier n’est pesmier, il

admet un diviseur premier compris entre Z/e_t .

Remarque : on utilise souvent la contraposée de cette
propriété :

Si un entiem n'admet aucun diviseur premier compris entr
et ./ n alors cet entien est premier.

de tous les entiers relatifs pairs.

Démonstration:
Sin est premier, la propriété est vérifiée



Si n n'est pas premier, alors il admet au moins un divis
différent de 1 et da.
Soitp le plus petit diviseur de différent de 1 et da.

Montrons quep est un nombre premier, pour cela supposons

gue ce nombr@ n'est pas premier, il admet alors un diviseu
p' différent de 1 et dp.

p' est donc encore un diviseur dedifférent de 1 et de et
1<p < p<n, ce quiest en contradiction avec le fait guest
le plus petit diviseur de différent de 1 et da. L’hypothése est
donc faussep est un nombre premier.

Donc tout entier naturel supérieur ou égal a 2 admet au moin
un diviseur premier.

p est un diviseur da, il existe donc un entiertel quen=pq
p est le plus petit diviseur de différent de 1 et de, donc

l1<psqg<ndoncp®<pqgsoitp’<ndonc1<ps<./n soit

2<p<n

Reconnaitre un nombre premier :
Avec un logiciel a calcul formel :

r

1 2 3 5 7
11 13 17 19
23 8 29
31 6 37
41 43 47
53 8 59
61 6 67
71 73 77 79
83 87 89
§ 1 ) DO

Les cases grisées contiennent les nombres premférgeurs
ou égaux a 100.

Propriété : il existe une infinité de nombres premiers.

Démonstration : supposons qu'il existe un nombre fini de
npmbxes premnensl, P2 -
Gefy

Avec XCas: Choisir le menu Math, Entier,

is_prime(15) puis ENTREE

IsPrlg&ﬁ N p 1 p 5.

Constants N
Enau eg a
b

STOP | Kbd | Msg | X

la réponse 0 correspond a Non
is_prime(7) puis ENTREE
la réponse 1 correspond a Oui

s s pelle T e _j_jd}
Fich Edit Cfg Aide Exemples Math Phys Geo Réécriture Scolaire Graph Prg \
Unnamed
2|isavel = real RAD 12 xcas 12.188M |STOP|KbdMsglX
: is_prime(15)

0 Menu
\g|is_prime(7)

1 Menu
£

Crible d’Eratosthéne
On écrit les nombres entiers de 1 a 100 (par ex@nwgil on
élimine successivement les multiples stricts de 2,

rﬂ;ilexe P> | fracmod _venu |
IsPilNe(TBIN entler natursa esupergaur ou egal a 2, e Nn@EAs un
ol ia Ari 2 &
is_prime( Iilgpmssqtﬂ |crl$1§|tn sup bres
remiers CoNNUSermutations P |idivis Menu
o
#__N-admet donc(fff: Hi?/ls{L ﬁremmk—(;&dmsew—dmse le

produitp, p> .. pﬁwtﬁq’u digtire dans la liste, dopg divise
la différence N 28558 JI*p., donc divise 1, op y est un
nombre premlerm&hnse pas 1. L’hypothegala est
donc fausse, il existe une {hifjié gde nombres fEesn f

Propriété : tout nombre entien = 2, peut étre décomposé
maniére unique en un produit de facteurs premiels dorme :

— oy O3 oy N
nN=pP; Py ...Pg ,0UPy P2 ...

premiers avep; < p, <

p x sont des nombre

.. <pgetaga, ... ades entierg

=)

naturels non nulsp; ' p5 7 ... pe © est alors la décompositio

den en produits de facteurs premiers.

1 2 3 5 7 9 0
11 13 15 6 17 19 0
21 23 25 6 27 29><30
31 33 35 6 37 39><4P
41 43 45 6 47 49 0
51 53 55 6 57 59><60
61 63 65 6 67 69 0
71 73 75 6 77 79><80
81 83 85 6 87 89><90
91 93 95 6 97 99 DO
on élimine ensuite successivement les multipleststie 3,
1 2 3 5 7
11 13 17 g 19

23 25 g 29
31 35 37 8 g
41 43 47 g 49

53 55 8 59
61 65 67 8 g
71 73 77 g 79

83 85 8 89
91 95 97 8 g 0
etc. jusqu’a obtenir le tableau suivant :

Démonstration

n= 2, doncn admet au moins un diviseur premigy;, et alorsn
=q1Nn1

Comme d’'une parn ; # 0, et d'autre parg; = 2 on a:
1<n;<n

Sin, =1, la décomposition est terminée

Siny, =2, on recommence le méme raisonnement ayec

n, admet un diviseur premier, (éventuellement égal@,) et
Ni1=q2N3

D’une partn , # 0, et d'autre part, commg , = 2 on a
1<n,;<n;<n

Les différents nombres,, n, ... forment une suite strictement
décroissante de nombres entiers donc il existentiarenaturel
rtel quen, =1

en reconstituanh: n =q; g, ...q, avecq; hombres premiers
donc en regroupant les nombres premiers identiques

— a; 0; oy N
n=pP; P ... P ,0UP3 P2 ..
premiers avep; <p,< ... <pg

p x sont des nombres



Décomposer un nombre en produit de facteurs premier
Avec un logiciel a calcul formel :
Avec XCas :Choisir le menu Math, Entier, ifactor

m eoc HonveLle dnteriat A=
Flch Edit Cfg AIdE Exemples Math| Phys Geo Réécriture Scolaire Graph Prg |
Unnamed Constants P>
?| Save | = resEntier P | Crypto »| | STOP |Kbd|Msg|X|
I Reel P |euler
Complexe  P»|fracmod
Graphes P gcd
Polynémes B> |iabcuv
Alglin P> |ichinrem
Permutations P> |idivis
Resoudre P |ieged
Calc P> |ifactor
Transformatio | ifactors
Proba_stats P> |iquo
Libs P |iquorem
irem
is_prime
is_pseudoprime
lem
mod
nextprime
pa2b2
powmod
prevprime
smod
ifactor(12) puis ENTREE, la réponse s'affiche.23
donc 12 = f x 3
1t ) o sl iy CEx]|

Flch Edit Cfg Alde Exemples Math Phys Geo Réécriture Scolaire Graph Prg |
Unnamed

7 |isaver| = real RAD 12 xcas 12.188M | STOP | Kbd | Msg | X
|ifactor(12)
l 2% e
2]
A la main
On divise le nombre par les différents nombres g
connus
16 758| 2
8379| 3
2793| 3
931 | 7
133| 7
19| 19
1 donc 16 758 = X 3% x 7 x 19
Propriété : Soit n un entier naturel admettant pour
décomposition en facteurs premiers= p; ' p5 7 ... P ¢
Les diviseurs positifs de sont les entiersl de la forme
d=p;’ pﬁ? . pEk avec (< B; < a; pour tout i compris entre
1 etk
Application :

Nombres de diviseurs de 18 144

18 144 = 2 x 3* x 7 donc ledliviseurs positifs de 18 144 sont

les entiersd de la formed=2* x 3Y x 7% avec 0< x < 5,
O<y<4etOcz<1

On a donc & 5 x 2 = 60 multiples différents possibles.

Liste des diviseurs de 3 381

3381 = 3x 72 x 23 donc lesliviseurs positifs de 3 381 sont les

entiersd de la formed = 3" x 7Y x 23%avec (s x< 1, 0sy< 2
et 0<z< 1 donc on a Z 3 x 2 diviseurs possibles de 3 381.
39% 79%23%;3%x 71 x 23%: 3%x 72x 23°;
39% 79%x23';3%x 7t x23':3%°x 72x 23!
31x7%%23%; 3 x 7t x23%: 31 x 72x 23°;
31x7%%x23%; 3 x 7t x23: 3 x 72x 23! ;

Division euclidienne dansN

D

Propriété : Soita 0 N etb O N, il existe un couple uniqu

(g, r) deN?tel quea=bq+r avec O<r <b

Démonstration.
Existence
b > 0 donc les multiples positifs de forment une suite
strictement croissante.
Ecrivons les multiples de de 0 jusqu'ad + 1)b.

| 1 | | |

0 b 2 EUEE
(a+1)b=ab+bdonc @+ 1)b>ab>a(carb>1).
Donc a est nécessairement, soit 'un des multiples écsingt
compris entre deux multiples consécutifs, c'estige du’il
existeq unique tel qua O [gb; (@+ 1)b[.
Soitr =a —bq (r est donc uniqguebq<a<b(g+ 1) donc
0<r<b
Donca=bqg+ravec <r<b

Unicité

Supposons qu'il existe deux couples d’entiers ifeldd ; r) et
(q;r)telsquea=bg+reta=bqg +r avec 0<r <bet
0<r'<b

Par soustractionb (—q) +r-r'=0

g—q OZ doncr —r’ est un multiple dé or-b<r—+’<b

Le seul multiple qui convient est 0 doner’ = 0 doncr =1,
bz0onadong=q

Comment obtenir le reste et le quotient d’'une divien
euclidienne ?
Avec une calculatrice :

Sib>0,q = Int@b) etr =a—b Int(a/b)
Avec XCasChoisir le menu Math, Entier,
mYcaobayelledie:nee; =13
Fich Edit Cfg Aide Exemples Math| Phys Geo Réécriture Scolaire Graph Prg |
Constants |
Entier | Crypto »
Réel P | euler
Complexe P |fracmod
Graphes P ged
Polynémes B> |iabcuv
Alglin P> |ichinrem
Permutations B»| idivis
Resoudre P |ieged
Cale P |ifactor
Transformatio | ifactors
Proba_stats P»|iquo
Libs P> | iquorem
irem
is_prime
is_pseudoprime
lem
mod
nextprime
pa2b2
powmod
prevprime
smod
iquot(121,7
Afflche le quouent de la division de 121 par 7
sPloTvEl ENeyiar JJKB

‘ Flch Edit Cfg Alde Exemples Math Phys Geo Réécriture Scolaire Graph Prg |
\ Unnamed Unnamed

| 2|i5avel = real RAD 12 xcas 12.188M |STOP|Kbd|Msg X
[iquo(121,7)

\ 17 _venu |
a

irem(121,7

Affiche le reste de la division de 121 par 7



i cae oyl lednteriaoe) AER|
Fich Edit Cfg Aide Exemples Math Phys Geo Réécriture Scolaire Graph Prg \

| Unnamed
| STOP | Kbd | Msg| X

? | save |
! irem(121,7)

7]

= real RAD 12 xcas 12.188M

2 Menu

iquorem(121,7
Affiche le quotient et le reste de la division d&l.Jpar 7

T s sl s s _‘JJ\E}
Fich Edit Aide Exemples Math Phys Geo Réécriture Scolaire Graph Prg |
Unnamed Unnamed
?|iSavel = real RAD 12 xcas 12.188M |STOP|Kbd[MsgX
[liquorem(121,7)

(17 2] _venu |

7]

Ecriture d’un entier naturel en baseb, b dansN\ {0, 1}

Soitb un entier naturel donné
-sib=0alorsb'=b?=b%=..=0
-sib=1alorsb'=b?=b%®=..=1 -
-sib# 0 etb# 1 alors pour 2 exposants distinctsj eb'# b'.
C’est ce cas qui sera utilisé car il est importdatpouvoir
distinguer les différentes puissancesde

Nous allons travailler dans un systeme de numérati@mntb
chiffres 0, 1, 2, ... di — 1.

Propriété
Soitb élément d&N \ {0 , 1}, b donné.

Tout entier naturet peut s’écrire d’'une maniére unique :
X =xXpxbP+x,_ 1 xbP™"+ . +x;xbY+xxb°

avecxp# 0 et pour toutide {0, .p}, 0 <x;<b.

Ces nombreg; sont les chiffres de en basd.

i, ()
On écritx = X, X ,_; ... X X

La démonstration de cette propriété repose surddesions
euclidiennes successives.

Remarque :La barre que I'on met au-dessus n'a qu'un sepl
réle : c’est celui de faire comprendre que lesfdsfsont écrits
cbte a cote dans I'ordre donné. Sans la barreparrait croire
gue lesx; se multiplient entre eux, et ici ce n'est pasds.

(sep)

=4x77+0x7'+2x7°

(dix)

Exemplesx:@
202°" = 4x 49 + 2 =198
(a9 o 4%+ 2x 42+ 1x 41+ O x 4°

—— (dix)

192 + 32 + 4 =228

y = 3210

ﬁ)(quatre) -

Quelgues remarques générales
Tout entier naturel différent de 0 et 1 peut étre une base : il y
aura alorgd chiffres dans ce systéme de numération.

La représentation de « zéro » est 0 dans n'imppredle base
car:0=0«<b%et 0 <b

La représentation de « un » est 1 dans n'importdielase
car:1=1xb%et 1 <b La représentation debo (b > 1) dans

labest:10” car:b=1xb’+0xh°

Dans le systeme décimal ( dix) les chiffres sdhtl, 2, 3, 4, 5,
6,7,8,9

Dans le systeme binaire ( deux) les chiffres s@ntL:

Dans le systéeme de base onze les onze chiffres 81t 2, 3,
4,5,6,7,8, 9%,

Dans le systtme de douze (duodécimal) les douzéreshi
sont:0,1,2,3,4,5,6,7,8®,3

On compléete par d’autres symboles pour avoir le brende
« chiffres » voulus.

Soit le nombre 120([3(d0uze) ; I'écrire en base 10.

Soit le nombre 44 910(dix) : 'écrire en base 12.

Puissances 1,3 _ 4 70g| 12=144| 12=12| 1°=1
de 12

Chiffres 1 2 o} B
Produits: | 1x1728 | 2x144 | 10x12 | 11x1
——— (douze) ——— (dix)

120p “*? = 1 728 + 288 + 120 + 11 2147 .

Pour écrire en base douze ; on va donner deux aeho
Méthode 1

Ecrivons les puissances de 12 inférieures a 44 @i0.a
successivement £2= 144 ;: 12 =1 728 ; 12 = 20 736.

44910™ = 2x 20 736 + 3 438

24910 = 2x 12+ 1x 1728 + 1 710

24910" = 2x 12+ 1x 123+ 11x 144 + 126
24910 = 2x 12+ 1x 123+ 11x 122+ 10x 12 + 6

44910™ = 21Ba 6 "

a est le chiffre qui désigne 1P,est le chiffre qui désigne 11

Méthode 2

En utilisant les divisions euclidiennes successpas12 : les
restes obtenus a partir de la gauche seront |éfsesha écrire a
partir de la droite.

44 910| 12
89 3742 12
51 14 311 12
30 22 071 25 12
6 10 11 1 2 12
Cesta | C'estf 2 0

(douze)

D'oll 44910"° = 21Ba 6
Voici les explications de la disposition pratiqu#isge :
44910 = 12 3742 + 6

=12 (12x 311 + 10) + 6

=12%x311+12x10 + 6

=12%x(12x25+11) + 1% 10+ 6
=12°x25+12%x11+12x10+ 6
=128x(12x2+1)+1%x 11 +12x 10 + 6
=12°x25+12x1+12%x11+12x10+6

Congruences

Définition : Soienta et b deux entiers relatifs et un entier
naturel supérieur ou égal a 2

a est congru ab modulon si et seulement sietb ont le méme
reste dans la division euclidienne paOn notea = b [n]

On utilise aussi les notatioass b mod() eta=b (n)

Exemple :86 = 7x 12 + 2 et 23 = % 3 + 2 donc 86 et 23 ont
le méme reste dans la division euclidienne parnt &8= 23

[7]

Propriété : a est congru ab modulon si et seulement divise
a—b ou encorea —b est un multiple de

Démonstration :

Dans la division euclidienne par, il existe deux couple
d’entiers relatifsq;r) et @ ; r') avec 0Osr<net0<r' <n
telsque a=nqg+retb=nq +r



a est congru & modulon donca etb ont le méme reste dans lal
division euclidienne pam doncr =r’

soita=nq+retb=nqg +rdonca-b=n(q-q) doncn
divisea—b oua —b est un multiple de.

Réciproquement

sia—b est un multiple de alors il existe un entier relatif Q tel
qguea—-b=nQorb=nq +r donca=n(Q +q) + r avec
0<r’ < ndoncr’ est le reste dans la division euclidienneade
parn donca etb ont le méme reste dans la division euclidienn
parn donca=b [n].

Exemples :
86 — 23 =63 or 7 divise 63 donc 8&3 [7]
86 — (-5) =91 or 7 divise 91 (91 =713) donc 83 — 5 [7]

Remarques :sir est le reste dans la division euclidienneade
parnalorsa =r [n] mais la réciproque est fausse :=883 [7].
0 est un multiple da donc pour tout entier relat a = a [n].

Propriété : On a le droit d’effectuer sur les conguences les
mémes opérations qu'avec les égalités EXCEPTE
division par un entier des deux termes de la congance

Soit n un entier natureln(= 2) eta, b, ¢, 8 , b’ des entiers
relatifs

1. Sia=b[n] alorsac=bc|[n]
2. Sia=b[n] etb=c[n] alorsa=c[n]
3. Sia=b[nleta =b' [n] alorsa+a =b+b' [n]

eta—a =b-b' [njetaa =b b’ [n]

4, Si a = b [n] alors pour tout entier naturg@ non nul,
aP=bP[n]

Démonstration :

1. Sia = b [n] alorsa — b est un multiple den donc |l

existe un entier relatd tel quea—b=nq

donc pour tout entier relatif: c (a-b) =ncq
doncac—-bc=ncq

donca c —b c est un multiple de alorsac=bc[n]

2. Sia=b[n]etb=c[n] alors :

a — b est un multiple de donc il existe un entier relatif tel
quea—-b=nq

etb —c est un multiple da donc il existe un entier relatf tel
queb-c=nq

par additona-b+b—-c=nq+nq
a—-c=n(q+q)avecq + g entier relatif donca — ¢ est un
multiple den alorsa = c [n]

3. Sia=b[n] eta =b’[n] alors

a — b est un multiple de donc il existe un entier relatif tel
quea—-b=nq

a’ — b’ est un multiple d& donc il existe un entier relatf tel
quea’-b =nq

en additionnant terme a terme :

a+a —(b+b)=n(q+q)avecq + g entier relatif donc
a+a — (b+b’) est un multiple demalorsa+a =b+b'[n]
de méme en soustrayant membre a membre :

a—-a —(b-b)=n(g-q) avecq—q entier relatif donc:
a—a — (b +Db) estun multiple de alorsa—a’ =b—-b'[n]

aa=(b+ng (b +nq)

doncaa =bb +n(gb +q b+qq)

gb’ + g b+qq entier relatif don@aa — b b’ est un multiple
denalorsaa =bb'[n]

4, Récurrence :

[}

La propriété sa = b [n] alors pour tout entier naturplnon nul,
aP =DbP [n] est vraie poup =1

Supposons que la propriété && b [n] alors pour tout entier
naturel p non nul ,a® = b [n] soit vraie pour I'entier et
démontrons qu'elle est vraie pqu# 1

aP =bP[n] eta=b[n] donc d’aprés la propriété précédente :
aPxa=bPxb[n]soitaP*t=bP*![n]

Applications des congruences

Recherche de restes

Exemple 1

Etudier selon les valeurs de l'entier relatjfles restes de la
division den®— 5n par 3.

On factorise n®~5n=n(n’-5)

Les restes dans la division d’'un nombre par 3, Sorit ou 2
doncon 3cas:

n=0[3]doncn(n’-5)=0 (n'-5) [3] soitn (' — 5)= 0 [3]
n=1[3]doncn’=1[3]etn’—5=—4[3]or 2=—4[3]

ou encoren’ — 5= 2 [3] doncn®—5n=2[3]
n=2[3]soitn=—1[3] doncn’=—-1[3] etn’—5=—6 [3] or
—6=0[3] doncn’ - 5=0[3] doncn®—5n=03]

Sin=1[3] ou encora de la forme Xk + 1 avedk (0 Z, alors le

reste de la division de® — 5n par 3 est 2
Sin=0 [3] ou ,= 2 [3] ou encoren de la forme X ou 3k + 2

aveck 0 Z, alors le reste de la division d& — 5n par 3 est 0

Exemple 2

Reste de la division de 2008ar 15 suivant les valeurs de
2008= 13 [15] ou 200& — 2 [15]

2008° = (— 2)?[15] soit 2008 = 4 [15]

2008°= 4 x (- 2) [15] donc 2008= 7 [15]

2008*=42[15] or 4°= 1 [15] donc 2008% = 1 [15]

En remarquant que 2008 * = 2008'* x 2008
2008*%*1=2008 [15] donc 2008 * = 13 [15]
2008%%* 2= 2008 [15] donc 2008 * %= 4 [15]
2008%%*3=2008°[15] donc 2008 * 3= 7 [15]

sin est de la forme & (k 0 Z) alors 2008 = 1 [15]
sinestde laforme k+ 1 kO Z) alors 2008 = 13 [15]
sinest de la forme &k + 2 O Z) alors 2008 = 4 [15]
sinest de la forme ¥k + 3 0 Z) alors 2008 = 7 [15]

Critére de divisibilité
Dans le systéeme décimal, un entier naturel essitie :

-par 10 sietseulement siil se termine par zéro

-par 102 si et seulement si il se termine par deux zéros
-par 10 sietseulement siil se termine faréros

-par 2 si et seulement si il est pair (se termine pa2,0,
4,6 0u8)

-par 5 si et seulement si il se termine par 0 ou 5

-par 4 si et seulement si le nombre formé des deux

derniers chiffres (a droite) est divisible par 4

-par 25 si et seulement si il se termine par 00, 25, 50 ou
75

-par 3 si et seulement si la somme de ses chiffres est
divisible par 3

-par 9 si et seulement si la somme de ses chiffres est
divisible par 9.

-par 11  si et seulement si la différence de la somme de

ses chiffres de rang pair et de la somme de séseshile rang
impair est divisible par 11.



Exemple

44 319 n’est divisible ni par 2 ni par 5
4+4+3+1+9=21et2l estdivisible par ddd4 319 est
divisible par 3 mais pas par 9 car 21 n'est passitile par 9.

0
9

4
4

3
4

2
3

1
1

Rang
Chiffre

La somme des chiffres de rang pair est 9 + 3 18 =

La somme des chiffres de rang impairest1 + 4 =5

16 — 5 = 11 qui est divisible par 11 donc 44 319dégsible
par 11

PGCD de deux entiers naturels

Diviseurs communs a deux entiers naturels
Soienta etb deux entiers naturels non tous les deux nuls.

L’ensemble des diviseurs communa atb est une partie dé

non vide (elle contient 1) et ses éléments sork toigrieurs ou
€égaux aa et ab. donc cet ensemble posséde un plus gra
élément.

Définition Soienta et b deux entiers non tous nuls. Le pl
grand diviseur communaetb est le PGCD da eth.

On le note PGCD4(; b) oua [b.

Exemple : Les diviseurs de 36 sont :

-36;-18;-12;-9;-6;-4;-3;—2%;1,;2,;3;4,;
6;12;18; 36

Les diviseurs de 45 sont :
-45;-15;-9;-5;-3;-1;1,3,5;;1%;45

Les diviseurs communs a 36 et45sont—9;-3:;%4:;3:;9
donc PGCD(36 ; 45) =9

Remarque : Le PGCD de deux entiers relatifs est un entig

supérieur ou égal a 1.

Deux entiers opposés ont les mémes diviseurs donc
PGCDg ; b) = PGCD(-a ; b) = PGCD(-a; —b)

Propriété Pour tout entier natura, I'ensemble des diviseurs
communs & et 0 est I'ensemble des diviseurscde

Propriété Sia diviseb, alors PGCDH ; b) = a.

Détermination du PGCD de 2 entiers naturels :
Avec Excel :

la formule en cellule A3 est : =PGCD(A1 ;A2)
I A3 Fe| =PGCD(A1;A2)

A D —

- |

B

B | b | e
[P
[= )

T

|
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A la main

Utiliser la décomposition en produit de facteuremiers
(démonstration apres)

Algorithme d’Euclide
(démonstration apres)

Algorithme d’Euclide

=

Propriété : Soit a, b, ¢ et q des entiers relatifs tels qu
a=bqg+c

Les diviseurs communsaetb sont les diviseurs commun$3
etc.

e

Démonstration

Notation : D(a, b) est I'ensemble des diviseurs commuras a
etb

Soit d un diviseur commun a et b, d divisea — b gdoncd
divisec, donc D&, b) (D (b, ¢)

Soit ( un diviseur commun a b et c, ( divise b @ Honc (
divise a donc D(b, ¢) (D (a, b) d'ot D(a, bp%b , c)
Notation : D(a , b) est 'ensemble des diviseurs commure a
etb

Soit d un diviseur commun a etb, d divisea — b gdoncd
divisec,donc D@ ,b) 0D (b, c)

Soit & un diviseur commun & etc, d diviseb g+ ¢ doncd
diviseadonc Dp,c) 0D (a,b)

douD(@,b)=D (b, 0)

Remarque :
dans la division euclidienne depar b, il existe un entier

(0O<r<b)telquea=bqg+rdonc D&,b)=D (b,r)

Propriété : Soita etb deux entiers relatifs non nuls.

Soit la suite d’entiers définie pag=|b |

r ; est le reste de la division euclidienneadgarb
sir;#0,r,est le reste de la division euclidiennebdgarr ;
sir,# 0,r;est le reste de la division euclidiennerdearr ,

sir,_1#0,r,est le reste de la division euclidienner¢ge, par
r,_ietc.

La suite des restes est finie et le dernier terarenul de cette
suite est le PGCI(; b)




Exemple
Calcul de PGCD (4095 ; 98)
4095 = 98x 41 + 77

98=77x1+21
77=21x3+14
21=14x1+7
14=7x2

Le dernier reste non nul est 7 donc PGCD (4095 =98

Démonstration : Par définition du reste de la division
euclidienne : &r,<...<r,<r;<|b]|

La suite (, ) est strictement décroissante, a termes posit
donc contient au plush|| + 1 éléments donc il existe un entie
k tel quer «# 0 etry,;=0.

Par définition de la suite, il existe un entieratiélq tel que :
le—1=qxrdoncrdiviser,_,
D@;b)=D@;ry)=...=Dfx-1:r¥

rdiviser_;donc D¢yx_1;r) =D(ry)

Les diviseurs communs aet b sont donc les diviseurs de
donc PGCD4 ; b) =r

Propriété : Soita etb deux entiers non nuls,
> tout diviseur commun a et b est un diviseur de leur
PGCD
> Soitk un entier relatif,

PGCDka; k b) = |k | PGCDA ; b)

Démonstration

Propriété 1 D(r¢_1; ry) = D(ry) donc tout diviseur commun a
a etb est un diviseur de leur PGCD

Propriété 2 deux cas :

Si k > 0, reprendre l'algorithme d’Euclide en multiplta
chaque ligne pak.

Sik< 0, PGCDka; kb) =PGCD(-ka;—-kb)

PGCDka ; kb)=—-kPGCD(a;b)

PGCDka;k b =|k| PGCD&;b)

Application : —26 =—2x 13 et 39 =% 13
donc PGCD(- 26 ; 39) = 13 PGCD(2 ; 3) = 13

Propriété : Le PGCD de deux entiers non nuls est égal 3

produit de leurs diviseurs premiers communs chadenix
étant affecté de son plus petit exposant.

116 375 =8x 7% x 19*

410571 =3x7*x 19"

Les diviseurs premiers (d’exposant non nul) commans
deux décomposition sont 7 et 19.

donc PGCD(116 375 ; 410 571) 2%19 =931

Exemple :

Nombres premiers entre eux

Définition : Deux entiers naturela et b sont dits premiers
entre eux lorsque leur PGCD est 1.

Propriété : Soita etb deux entiers relatifs
d est leur PGCD si et seulement s'il existe deuieentelatifs
a'etb telsquea=da,b=db’ et PGCDg& ; b") =1

Démonstration :

Soitd = PGCDA& ; b), d divisea etb donc il existe deux entiers
relatifsa’ etb' telsquea=da, b=db’
PGCD@;b)=PGCD¢a ; db) =d PGCDg ; b)

ord = PGCDé; b), doncd =d PGCDg’ ; b') donc PGCD4’ ;
b)y=1

Réciproquement

Supposons qu'il existe deux entiers relatifseet b’ tels que
a=da,b=db etPGCD& ; b)=1

fs

PGCD@;b) =PGCDfa ; db)=dPGCD@ ; b)=dx1
donc PGCD4 ; b) =d

Applications :

Diviseurs communs a deux entiers

PGCD (4095 ; 98) = 7 donc les diviseurs communs085tet
98 sont les diviseursde 7 soit—7 ;—1;1;7.

Simplification de fractions
Avec l'algorithme d’Euclide : PGCD(50 960 ; 43 42208
donc 50 960 = 208 245 et 43 472 = 208 209 et 245 et 209

. 50960_ 245 .
sont premiers entre eux done——=—— (fraction
43472 208

irréductible).

Théoréme de Bezout :

a etb sont deux entiers, PGC®( b) = d alors il existe deux
entiers relatifa etvtelsque au+bv=d

a etb sont deux entiers premiers entre sugt seulement s’il
existe deux entiers relatisetv tels que au+bv=1

Démonstration :

Soienta etb deux entiers premiers entre eux
Supposona>0eth>0

Soit la suite d’entiers définie pag=a

r{= b

r, est le reste de la division euclidiennerd@arr |
doncro=r;qy+rodoncro—r,qi=r,
soita—bqi=r,

de la formeau,+bv,=rzavecu, etv, entiers relatifs

r ; est le reste de la division euclidiennerdearr »
doncry=r,qg,+rzdoncry—r,q,=rs
soitb—@—-bqg))q.=rs

de la formeau; + b vy =r3avecu;etv;entiers relatifs

r 4 est le reste de la division euclidiennerdgarr 3
doncr,=rzqs+rsdoncr,—rs3qQs=ryu
a-bgi—-qgs(@uzt+bvg=ry _ _
de la formeau,+bv,=r,avecu, etv, entiers relatifs

r,_1 est le reste de la division euclidiennerde, parr ,_ 3.
M-1=rMh_2Xgn-2+rn_3

Montrons que pour tout> 2, si la propriété est vraie aux rangs
n— 2 etn — 1 alors elle est vraie au rang
aurangh—2:r,_,=au,_,+bv,_j,avecu,_,etv,_,entiers
relatifs
aurangn—1:r,_;=au,_;+bv,_javecu,_jetv,_;entiers
relatifs

Montrons que la propriété est vraie au rangl

r, est le reste de la division euclidiennerde, parr ,_;.
M=rn_1Xqn-1+rn-2

r=@Un1+bVvy_)xXgy_1+au, 2+bvy

de la forme r ,=au,+ bv,avecu,etv,entiers relatifs

La propriété est héréditaire donc la suitg)(vérifie : pour tout

n deN, il existe deux entiers relatifsetv tels que :

rp.=au,+bv,
cette suite est telle qu'il existe un rarg tel
ry=PGCD@,b)=d
donc il existe deux entiers relatifsetv tels que au+bv=d
Siaetb sont des entiers relatifs tels que PGEY) =d, alors
PGCD(-a, b) = PGCD&, —b) = PGCD(-a, —bh) =d

que

Sia> 0 etb <0, PGCD4&, —b) = d aveca et —b positifs donc
il existe deux entiers relatifsetv tels que :



au+ (-b)v=1soitau+b(-v)=1,uet—v étant deux par 3x 5 puis qu'il est divisible par 4

entiers relatifs 15 et 4 étant premiers entre eux, I'entier estsiblé par 4 ( 15
Méme démonstration poar< 0 etb >0 oua <0 etb < 0. donc par 60.
Cas particulierd = 1 o _ Montrer que si etb sont premiers entre eux, alars b etab
Si a eth sont premiers entre eux, il existe deux entieet v sont premiers entre eux.
tels queau +bv =1 (démonstration précédente) Soitp un diviseur premier communaa+ b et aab.
R&CIDIOGUEement - p divise a b donc d'aprés la conséquence 2 du théoréme de

proq : - . X

Gaussp divise soita soitb.

S'il existe deux entiers relatifsetvtelsque au+bv=1,
soitd = PGCDa ; b), d divisea u + b v doncd divise 1, or
d>0donad =1

a etb sont premiers entre eux.

si p divisea alorsp divise @ + b) —a doncp diviseb

si p diviseb alorsp divise @ + b) —b doncp divisea

dans les deux cas, on aboutit a une contradictisypea etb
sont premiers entre eux doact b eta b sont premiers entre

Remarque : attention siu + b v = d, alors on a uniquement| €UX

gue PGCD4; b) divised

Exemple :

Déterminer u etv tels que 2 2441 + 780v = PGCD(@a ; b)
2 244 =780 2 + 684 soit 684 = 2 244 — 78@

780 = 684x 1 + 96 soit 96 = 780 — 6841

Déterminer tous les couples d'entiers naturels x( ; V)
vérifiant : 32 x = 45y.

32 =2°et 45 = 3 (5 donc 32 et 45 sont premiers entre eux
32 divise 45y donc 32 divisegy donc il existe un entier relatf

tel quey = 32k
donc 96 = 780 — (2 244 —2780) en remplacant : 32 = 45y donc 32x = 45 ( 32k soitx = 45k
96 =3x 780 -2 244 les couples d’entiers naturebs:(y) vérifiant : 32x = 45y sont
684 = 96x 7 + 12 de la forme (4% ; 32K) aveck (Z
donc 12 =2244 -7802 — 7x (3x 780 — 2 244) Vérification : 32x 45k = 45x 32k

soit 12 = 8x 2 244 — 23« 780 )
n est un entier naturel. Prouver que §2—1)n?(n?+ 1) est

96 = 12x 8 donc PGCDH ; b) =12 ;u=8 etv=—23 divisible par 60.
60=2"x3x5
Théoréeme de Gauss Si a, b et ¢ sont des entiers tels qae N=mn-1)n(n+1)n(n?+1)
divise le produib cet sia est premier aveb, alorsa divisec. n=0 (4) donc N= 0 (4)
Sous forme plus symbolique : &i b cet si PGCD&; b) =1 n=1 (4) doncii— 1)= 0 (4) donc N= 0 (4)
alorsa/c. n=2 (4) donn?= 0 (4) donc N= 0 (4)
=3@4)d +1=04)d N=O0 (4

Démonstration n (4) donan (4) donc “)
D’aprés le théoreme de Bézout, il existe deux estietv tels n=0 (3) donc Ne 0 (3)
que:autbv=1dol:acutbcv=c o n=1(3) donci— 1)= 0 (3) donc Ne 0 (3)
Puisquea/aeta/b c alorsa/acu+b c\ c'est-a-direa/ c. n=2 (3) donm + 1= 0 (3) donc Ne O (3)
goanté g gggtc SZ; entiers strictement positifs n=0(5)donc N=0(5)

, i i itifs. - _1\=
1. Sia et b divisent un entiec, et sia etb sont premiers n=1(5)donc-1)=0(5)donc N=0(5)

n=2 (5) donm2+ 1=0 (5) donc N= 0 (5)

entre eux, alora bdivisec. _ _

2. Si un nombre premigy divise un produita b, alorsp n - 3 (5) donn 2 +_1_ 0 (5) donc N=0 (5)

T n=4(5) doncrj + 1=0 (5) donc N= 0 (5)

3. Si un nombre premier divise un produit de nasbr donc3, 4,5 dlylsent N. _ -

premiers, alors il est égal & I'un d’entre eux. Ces .n(_)mbres étant premiers entre eux34x 5 divise N donc
4.  La décomposition en facteurs premiers d’un ereit 60 divise N.

unique (a I'ordre pres).

Méthode de résolution de I'équation x +by=c.

1) On déterminel = PGCD@ ; b).

Démonstration

1. Siadivisec, il existe un entier relati tel quec =k a 2) Sic n'est pas un multiple de& I'équation n’a pas de
Si de plush divisec = k g a etb sont premiers entre eux, dond  solutions entiéres.

d'apres le théoréme de Gaubgloit diviserk, d'ouk = b kg et Sinon, on divise, b etc pard. On obtient alors une équation
c=ab kysoita bdivisec. de la formeA x+ B y= C, avecA et B premiers entre eux.

2. Sipne divise pas, le PGCD de eta n'étant pag est 3)  Ondétermine & l'aide de l'algorithme d’Euclidee
donc 1. solution particulierey; v) de I'équation.

p et a sont premiers entre eux, donc d'aprés le théoréene |d

Gaussp doit diviserb. . Ax+By=C
4) On écrit e
3. C’est une conséquence de 2. Au+ Bv= _
4. Pourrait &tre démontré en utilisant 3. En soustrayant membre & membre, on voit que I'éouast
Exemples : équivalente aA (x— U =-B(y - V).
Montrer qu’un entier est divisible par un autre : A etB étant premiers entre eux, A divis&{y —) donc
Pour montrer qu'un entier est divisible par 60silffit de d'apres le théoreme de Gauss, A divise- () donc il existe un
démontrer qu’il est divisible par 3 et 5 donc, 35ettant entier relatif o
premiers entre eux, k tel quey — v=k Ad’ou par substitutiox — u=—-k B



5) Vérificat Petit théoreme de Fermat Soita un entier relatif ep un
érification : . o =i
4 nombre premier. $ ne divise pas alorsa®™ "= 1
Six=u—-kBety=v+kA alorsAx+By=Au+Bv=C premier. 3 MSe P bl
Finalement I"ensembl.e des solutlf)ns gsf[ I’enserubie_couples_ Démonstration
de !a f_orme ;@ — kB; v+kA), ouk désigne un entier relatif soita un entier relatif
arbitraire. soitr le reste de la division euclidienne @earp ; alorsa=r
Exemple : [p] doncaP~t=rP-1t [p]
x ety désignent des entiers relatifs. orr =0 donc il suffit de démontrer le théoréme dansake alia
a.  Montrer que I'équation (E) 65x — 40y = 1 n'a pas de est un entier positif. ,
solution. Soitp un nombre premier etun entier naturel.
65x - 40y =5 (13x — 8Y) orx ety sont des entiers relatifs On saitque :
donc 65x—40yest.un multiple de 5, . @+ 1)P=a’+ Plap-14[Plar-24 4 P las1
1 n’est pas un multiple de 5 donc I'équatié) 65x — 40y =1 1 2 -
n'a pas de solution. Soitk un entier est telle quetk< p—1.
b.  Montrer que I'équation (E') 17 x - 40y = 1 admet au Kest un entier avec | P | = P(P=1)...(p~ k+ 1)
moins une solution. ) k!
40 et 17 sont premiers entre eux donc d’aprestleréime de P P
Bezout I'équationE’) 17x — 40y = 1 admet au moins une donck! [ ] =p(p-1).. o—k+ 1) dondivisek! ( J
solution. k k
Or p est un nombre premier, dont il est premier aves tesi
C. Déterminer a I'aide de I'algorithme d’Euclide un entiers naturels qui lui sont inférieurs en paii@raveck !
couple d’entiers relatifs solution de I'équation E"). p
L, 40=17x2+6 On en déduit, d’aprés le théoréme de Gausspaiidse L
L, 17=6x2+5 , )
Ly 6=5x1+1 On vient de prouver que : pour tout entier natktel que
donc1=6-5%1 _ 1sksp_1_,[|°] =0 [l
or5=17-62enremplacant 1 =6 — (17 x&) soit 1 = 3x k
6-17 p -1, P -2 p
or 6 =40 — 1% 2 en remplagant 1 =8(40 — 17x 2 ) — 17 (a+1)P=af+ [J aP +(2j aP +---+( i J a+1l
soit40x 3—17x7=1ouencore 1¥ (—7)—-40x (- 3) =1 o b P
(- 7 ; — 3) est solution d&Y. donc@+1)"=a"+1 [3)
d. Résoudre I'équation E'). Démontrons par récurrence sugue :aP=a [pl.
{ 17x- 40y=1 On vérifie que la propriété est vraie au rang O :
_ , p>0 donc @=0 donc =0 [p]
Lrx 7+ 40< 3= - . ) . On vérifie que la propriété est héréditaire.
En soustrayant membre & membre, on voit que |'éguast Montrons que pour toat de IN, si la propriété est vraie pour
équivalente a: 1%+ 7)-40¢+3)=0 un certaira ; alors elle est vraie poar+ 1
40 et 17 étant premiers entre eux, 40 divise+7) donc
d'apres le théoreme de Gauss, 40 divise 7) donc il existe La propriété est vraie pour un certaion a donc a”= a[p.
un entier . o Or on a démontré a I'étape précédente que :
relatifk tel que k + 7) = 40k d’ou par substitution : (a+1)P=af+1[p|
(y,+_f3) = 17|f en utilisant I'hypothése de récurrence, on obtient
T oty= 3.+ £ s @r 12t 1)
IX=- ety=- , alors - la propriété est donc vraie au ramg 1.
17x-40y =17x (-7 +40k —40x (-3 +17k) =1
donc I'ensemble des solutions est 'ensemble daples de la Conclusion : Sip est un nombre premier, pour tout entier
forme : (— 7+ 40(, -3+ 17k), ouk déSigne un entier relatif nature'a, ap =a [p] ou encormp —aestun mu|t|p|e d@
arbitraire. Si p ne divise pas, p étant un nombre premier, il est premier
aveca.
La recherche de la solution particuliére peut see fa I'aide p divisea® —a=a(a” ' - 1), donc d’aprés le théoréme de
d'untableau: _ Gaus divisea® -1, soit aP~ =1 [p].
a =40 etb = 17 (inutile de s’occuper des signes)
u|lviau+by Quotient Applications :
Ligne L, 10| 40 Etudier les restes de la division euclidienne de 12ar un
Ligne L, 0|1 17 nombre premier 5.
Ls=L,—q:L{ 1}2 6 |g.=2 quotient del0parl7 5 est un nombre premier, et 5 ne divise pas 12 alapres le
L,=L;-q,L4-2[5] 5 [g,=2quotientdd7 par6 petit théoréme de Fermat : 12'= 1 [5] S(ait 12 =115]
Ls=Ls—Qslg 37 1 | qgs=1quotient dé pars Or pour tout entier naturé] (12*)*=12*
Le=Ls—qal4174Q O donc 12**=1 [5], il s’ensuit donc que pour tout entier 12*%*
doncsiu=3etv=—7ona: '=12"[5]
3x40-7x17 = 1s0it (- 7x 17 -40x (-3) =1 il suffit donc de réaliser une étude de cas suilargste de la
(- 7 ; — 3) est solution &Y. La suite est identique division euclidienne da par 4.




Sin=4k, (ouk O N) alors 12'= 12**or 12*= 1 [5] donc 12
=1[5]

Sin=4k+ 1, (ouk O N) alors 12'= 12%k*?
or 12*%*1=12 [5] et 12= 2 [5] donc 12'= 2 [5]

Sin=4k+2 (ouk ON) alors 12'= 12*%*2
or 12*%*2=122[5] et 12°= 4 [5] donc 12'= 4 [5]

Sin=4k+ 3 (oukON) alors 12n=12 4k + 3

orl124k+3 (12 3[5]et12 3 (3[5]donc 1 3[5]
Dans une division euclidienne par 4, les restesiples sont 0,
1, 2 ou 3. Tous les cas ont donc été envisagés.

PPCM

Propriété : soita etb deux entiers relatifs non nuls.
L'ensemble des multiples strictement positifs commaa etb
admet un plus petit élément M. On note M = PPE&M).

Démonstration :
L’ensemble des multiples strictement positifs commaa etb
et non vide : il contientd | |b|.

Toute partie non vide d¥ admet un plus petit élément, donc

'ensemble des multiples strictement positifs commaa etb
admet un plus petit élément M.

Exemple

les multiples strictement positifs de 24 sont : 44,72, 96, ...
Les multiples strictement positifs de 16 sont : 3848, 64, ...
Donc PPCM(24 ; 16) = 48.

Remarque :

Deux entiers opposés ont les mémes multiples donc
PPCM@; b) = PPCM(-a; b) = PPCM& ; —b)

et PPCMé ; b) = PPCM(-a; —b)

Propriété : soita etb deux entiers relatifs non nuls.
1. PGCD4&; b) x PPCM@; b) = |ab|

2. L’ensemble des multiples communa ét b est
'ensemble des multiples de leur PPCM.
3. Soitk un entier relatif non nul,

| PPCMé&; b)

PPCK@; k b) = |k

Démonstration :

1. Soita etb deux entiers relatifs

d est leur PGCD donc il existe deux entiers relaifst b’ tels
quea=dad, b=db etPGCDg& ; b)=1

Soit m un multiple commun a et b, il existe deux entiers
relatifsx ety tels quemn=ax=by

doncm=d & x=d b ydonca’ x=Db" ydonca’ diviseb’ y

or PGCD#&' ; b') = 1 donc, d'apres le théoreme de Gawss,
divisey, il existe donc un entier relatiftel quey =a’'n
doncm=da b’ n

Les multiples positifs communsagetb sont donc les entiers de

la forme : ja’ b’ | d nlorsquen O N*.

PPCM@ ; b) est le plus petit élément de I'ensemble de
multiples strictement positifs communs @& et b, donc
PPCM@ ; b) est obtenu pour= 1

soit PPCM@;b)=|a b |d=|da b |=|alb|

PGCD@; b)x PPCM@;b)=d|ab|=|adb|=]ab|

2. Les multiples positifs communsaaet b sont donc les
entiers de la forme :gd b’ | d nlorsquen ( N * donc de la

formen PPCM @ ; b)
L'ensemble des multiples communa &tb est I'ensemble des
multiples de leur PPCM.

3. Soitk un entier relatif non nul,

PGCDka;kb) x PPCMk a; kb =|kakb|=|k|*|ab]
|k | PGCD& ; b) x PPCMk a; k b) = |[k|?|a b

| k| PGCDA&; b) x PPCMk a; k b) = |k|> PGCD& ; b) x PPCM@ ; b)
k# 0 et PGCD4 ; b) # 0 donc PPCM(a; k b) = |k| PPCM& ; b)

Applications :
Calculer PPCM(a ; b) connaissant PGCD4 ; b)

Résoudre certaines équations :

Déterminer tous les entiers naturels non ausb (a > b) tels
que :

2 PGCD@; b) + PPCM@; b) = 38

Soita etb deux entiers naturels non nuls

d est leur PGCD donc il existe deux entiers relaifst b’ tels
quea=dd, b=db etPGCDg ; b)=1

Soitm=PPCM@; b)

PGCD@; b) x PPCM@; b) =a bdoncm=d a b’

en remplacant dans I'équatiord:(2 +a b’ ) = 38 doncd
divise 38

Les diviseurs de 38 sont1; 2 ;19 ; 38
sid=1alors 2 +a b = 38 donca b’ = 36 dou les
possibilités :

\"2)

a1l 4 9 8 3
b |36 9 4 1

a
b

Les cases rayées ne conviennent pas car les nombresnt

pas premiers entre eux

a > b donc les seules solutions sont les couples :
(@a;b)=(36;1)oug;b)=(9;4)

Sid=2alors 2 +a’ b’ = 19 donca b = 17 dou les

possibilités :

a|l]|17 a=2a |34]| 2

b |17 ] 1 b=2b |2 |34
a> b donc la seule solution est le coupde b) = (34 ; 2)
sid=19 alors 2 +a’ b’ = 2 donca b = 0 ce qui est

impossiblesa etb n’étant pas nuls

sid=38alors 2 +a' b = 1 donca b = - 1 ce qui est

impossiblesa etb étant positifs.

Les seules solutions sont les couples :
(36;1)ou(34;2)ou(9;4)

Propriété : Le PPCM de deux entiers non nuls est égal
produit de leurs diviseurs premiers apparaissams da moins
une des

décompositions en produit de facteurs premiersguaal’eux
étant affecté de son plus grand exposant.
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Démonstration :

k

Soita= pitxps?x..po* etb= plrxpbzx. pPeon,

pour touti compris entre 1 é¢: p; est un nombre premier qui
apparait dans la décomposition en produit de fasteremiers
soit dea soit deb

o, etB;sont des entiers éventuellement nuls,

au



o; = 0 (respectivemenf8;=0) si p; n‘apparait pas dans la
décomposition en produit de facteurs premiera (tesp.b)
PGCD @;h) = plOll X pgz X... pfk ouid; est le plus petit des
entiersa ; etf3;
PGCDg@; b) x PPCM@;b)=ab
pflx pgz x . pl‘:k % pflx pgzx... pEk
d, _ _d, dy
Pyt X Pyl X Py

or d;est égal soit &; soit a;donca; + B;=d;+ m;
d;est le plus petit des entienget 3 ; etm; est le plus grand des
entiersa ; et ;, apres simplification on obtient donc que

PPCM@;b)= p ™ x pyZ x... pe

donc PPCM4 ; b) =

Exemple :

116 375 =8 x7%x 19

410571 =3x7%x 19

donc PPCM(116 375 ; 410 571) 2853 x 74x 19 = 51 321
375
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