Amérique du Nord mai 2007

EXERCICE 1 (3 points) Commun a tous les candidats

Pour chacune des trois propositions suivantes,guel si elle est vraie ou fausse, et donner uniigetion de la réponse choisie.
Une réponse non justifiée ne rapporte aucun point.

1. L’espace est rapporté a un repére orthonor@al (| ,K ).

Soit (P) le plan dont une équation estx2y— 3z+ 1 = 0. Soit A le point de coordonnées (1 ;1) ;7
Proposition 1 :

« Le point H, projeté orthogonal de A sur (P), apmoordonnées (0; 2 ; 1) ».

2. On considéere I'équation différentielle (B := 2 — 2y.

On appellau la solution de (E) suR vérifiantu(0) = 0

Proposition 2 : «On a L(In 2) _—1 »
2 2
3. On considére la suitelf,) définie pam = 2 et, pour tout entier natumglu,., =,/ 7u,

Proposition 3 : « Pour tout entier natural on a 0<u, <67 ».

EXERCICE 2 (5 points) Pour les candidats n'ayant pa choisi la spécialité mathématiques
Le plan complexe est muni d’un repére orthonorriralced (O ;U , v) (unité graphique : 4 cm).

5m

Soit A le point d'affixez, =i et B le point d’affixezg = e o,
1. Soitr la rotation de centre O et d'ang%lt. On appelle C I'image de B par

a. Déterminer une écriture complexerde

. TU

b Montrer que I'affixe de C edtlc = € 5,
c. Ecrirezg etzc sous forme algébrique.

d. Placer les points A, B et C.

2 Soit D le barycentre des points A, B et C affecéspectivement des coefficients21 et 2.

(

Montrer que I'affixe de D estp = ~— + —| Placer le point D.

a
b. Montrer que A, B, C et D sont sur un méme cercle.

3. Soith 'homothétie de centre A et de rapport 2. On agpEll'image de D pah.
a. Déterminer une écriture complexelde

b

. Montrer que I'affixe de E egtg = \/TS . Placer le point E.

Zp, -2 . , .
4.a. Calculer le rapport>=——<. On écrira le résultat sous forme exponentielle.
-z
E C

b. En déduire la nature du triangle CDE.

EXERCICE 2 (5 points) Pour les candidats ayant chei la spécialité mathématiques

Le plan complexe est muni d'un repére orthonormalf(, \7) unité graphique : 1 cm).

On fera une figure que I'on complétera tout au ldaget exercice.
Soient A, B et C les points d'affixes respectivas:3+5ib=-4+2iec=1+41.
Soitf la transformation du plan dans lui-méme qui, d pmint M d'affixez, associe le point Mi'affixe Z définie par :
Z=(2-2i)z+1.
Déterminer la nature et les éléments caradtfuies def .
a. Déterminer l'affixe du point'Bmage du point B pdf.
Montrer que les droites (OBet (CA) sont orthogonales.
Soit M le point d'affixe =x + iy, ol on suppose queety sont des entiers relatifs.
Soit M’ I'image de M paf .
Montrer que les vecteul6M' et CA sont orthogonaux si et seulement $i3y = 2.
On considére I'équation (Ex # 3y = 2, oux ety sont des entiers relatifs.
Vérifier que le couple (- 4 ; 2) est une soluttn(E).
Résoudre I'équation (E).
En déduire I'ensemble des points M dont les dmamées sont des entiers appartenant a l'interfralte; 5] et tels que les
vecteursCM' et CA soient orthogonaux.
Placer ces points sur la figure.

wonNE

oo s
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EXERCICE 3 5 points
Commun a tous les candidats
Un joueur débute un jeu au cours duquel il est @ndefaire successivement plusieurs parties.
La probabilité que le joueur perde la premiéreipast de 0,2.
Le jeu se déroule ensuite de la maniére suivante :
» s'il gagne une partie, alors il perd la partie anite avec une probabilité de 0,05 ;
» s'il perd une partie, alors il perd la partie smiteaavec une probabilité de 0,1.
1. On appelle :
E, I'événement « le joueur perd la premiere partie »
E, I'événement « le joueur perd la deuxieme partie »
E; I'événement « le joueur perd la troisieme partie »
On appelleX la variable aléatoire qui donne le nombre de faisegoueur perd lors des trois premiéeres parties.
On pourra s’aider d’un arbre pondéré.
a. Quelles sont les valeurs prises Fe?
b Montrer que la probabilité de I'événemeKt 2) est égale a 0,031 et que celle de I'éveneent3) est égale a 0,002.
c Déterminer la loi de probabilité dé
d. Calculer I'espérance d¢
2 Pour tout entier naturelnon nul, on not&n’événement : « le joueur perdii@iéme partie »E , I'événement contraire, et on
notep, la probabilité de I'évenemett,.

a. Exprimer, pour tout entier natunehon nul, les probabilités des événemé&gs E . 1 etE_n n En+1enfonction de,,.
b. En déduire que, +1 = 0,05 + 0,059, pour tout entier naturel non nul.
3

On consideére la suiteif) définie pour tout entier naturelnon nul par u, =p,—

19°
a. Montrer que n) est une suite géométrique dont on préciseradanat le premier terme.
b. En déduire, pour tout entier naturehon nul,u , puisp , en fonction den.
C. Calculer la limite dgo,, quandn tend vers +o.

EXERCICE 4 7 points Commun a tous les candidats
1. Restitution organisée de connaissances.

X

. . . . e
L'objet de cette question est de démontrer dile — = +co.

X — + 00 X

On supposera connus les résultats suivants :
« lafonction exponentielle est dérivable sur R ¢&gsle a sa fonction dérivée ;
. 6021;
e pour tout réek, on a € > x.
e Soient deux fonctionset A définies sur l'intervalleA ; + o [ ou A est un réel positif.
Si pour tout x de4 ; + oo [, P(X) < d(x) et si xlinjm P(x) = + o0 anrstinde) (X) =+

2

a. On considére la fonctiogdéfinie sur [0 ; 40 [ parg(x) = € — X? .
Montrer que pour toutde [0 ; +o [, g(x) > 0.
b.  Endéduire quelim & = +ow.
X+ Y
2. On appelld la fonction définie sur [0 ; 4o [ parf (X) = %xefE .
On appelle C sa courbe représentative dans unerepirogonal (OT;, T). La courbe C est représentée en annexe.
a. Montrer quef est positive sur [0 ; 4of.
b. Déterminer la limite déen +co. En déduire une conséquence graphique pour C .
C. Etudier les variations digpuis dresser son tableau de variations sur [& [+

X

3. On considére la fonctiolR définie sur [0 ; +1[ paF(x) = I f(t) dt.

0
a. Montrer queF est une fonction strictement croissante sur [@o;[+

b.  Montrer queF(X) = F() = —%x e2-e2+1

C. Calculer la limite dé- en +o et dresser le tableau de variationg=dsur [0 ; +oo [.

d. Justifier I'existence d’un unique réel positifel queF(a) = 0, 5

A l'aide de la calculatrice, déterminer une valapprochée de & 10" % prés par exces.

4. Soitn un entier naturel non nul. On nd4g 'aire, en unités d'aire, de la partie du plan &éwentre I'axe des abscisses, la

courbe dd et les droites d’équations= 0 etx = n.
Déterminer le plus petit entier naturelel queA,, > 0,5.
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ANNEXE DE L'EXERCICE 4
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CORRECTION
EXERCICE 1
1. FAUX
A est le point de coordonnées (1, 11, 7)
H est le point de coordonnées (0,2, 1)
HA est le vecteur de coordonnées (1, 9, 6)
Le vecteurn normal au plan P a pour coordonnées (2, 1, — 3)

HA etn ne sont pas colinéaires (leurs coordonnées nepssrproportionnelles) donc (AH) n'est pas orthed@au plan P donc H
n'est pas le projeté orthogonal de A sur P.

2. VRAI

Les solutions de I'équation différentieyfe= 2 — 2y sont de la formé(x) = C e ¥+ 1
u est solution de I'équationef0) =0donc C+1 =0

ux)=1-e*

_phn2
e 22 :e_lnzzldoncu In_2 :1_£:£
2 2 2 2

3. VRAI

Par un raisonnement par récurrence :
Ug=2et0<up<7 lapropriété est vraie poar=0
Supposons qu'il existe un randel que s u, <7
Montrons que la propriété est héréditaire
O<u,<7donc x7u,<7°

donc 0< /7u, <7s0it0SUp, <7

La propriété est vraie poar+ 1 donc est vraie pour tontde IN.

EXERCICE 2 non spécialité _
1.a. L'écriture complexe d'une rotation de cefdréw) d'angled estz —w=e'® (z— w)
donc ici,w=0etd = 2—3“ donc I'écriture complexe desstz = e 3 zouz= (—% +i @] z

.21

1.b. L'image de B par la rotation est C tel que :
;2
Zc= € 8 Zg
2m 5T i(anSn
. = -y
soitzc=e * e % < zc=e

5m . . -5m . .
l.c. zg=cos +isin soitzg=—~+—-=i
6 6
-t . . -T . 1.
etzc=cos— +isin— soitzc=-— —= i
6 6 2

1.d.

2.a. (2-1+2)0D=20A- 0B+ 20C
donc 3z2p=22p—2g+22Z¢

3zD:2i+£+1i +J3 =i
2 2

33
32D2§i+
2 2
Z —£+1i
°T 2 2
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2.b. OA=|zp|=1

OB = |ZB | =1

OoC = |ZC | =1

OD =|zp|=1donc A, B, C, D sont sur le cercle de ceftrde rayon 1.

3.a. hestune homothétie de centre A de rapport 2 doacéuriture complexe deestz —z, =2 (z—z4)
soitZ—i=2(z—-i)ouz=2z-i

3.b. Eestlimage de D pardonczg=2zp—i

Zg= 2[§+%i]—idonc25= \/5

donc |zp —z¢ | = |ze —z¢ | donc le triangle CDE est isocele en C

Zp,-Z. T — = T
et arg :§ +2km(kO )donc(CE,CD):g +2kmkO 7 )
z

Zg — Z¢

le triangle CED est isocele &tune angle deé donc il est équilatéral direct.

EXERCICE 2 spécialité
1. L'écriture complexe dieest de la form& =a z + b aveca # 0 doncf est une similitude direct de rappoat||= 2,/ 2 et d'angle

arga——E
2

Le centreQ (w) de la similitude est le point invariant dowest solution de=(2-21i)z+ 1
soit(—1+2igz=1
1+2)(-1-2ip=(-1-21)

-1-2i
zZ=

doncQ a pour af“fixe—:—L =i 2
5 5

2.a. B'estlimage de B p&donczg=(2-2i)zg+1
zg=(2-2i)(-4+2i)+1
Zp=-8+4i+8i+4+1

ZB'=—3+12i

Zg—2c=—-3+12i—-(1+4)=-4+8i=4(-1+4)2
ZA—ZC:3+5i—(1+4i):2+i
donci@a—2zc)=2i—1don@g—2zc=4i@2a—2c)

Zg — Z¢ . Zg — Z¢ L — == T
=4 idonc arg——— ZE +2km(kO )donc(CA,CB):E +2km(kO 7~ )
Zp T Zc

Zp T Zc
les droites (CA) et (CB') sont donc orthogonales.
3. M' est le point d'affixe’ aveczZ =x' + iy, X ety' réels

Z=(2-2iz+1ldonxX +iy=(2-2i)k+iy)+1

X =2xX+2y+lety =—2x+2y

CA a pour coordonnées (2 ; OM' a pour coordonnéexg 1 ;y' — 4) soit (X + 2y ; — 2x + 2y — 4)
CA et CM' sont orthogonaux- CA.CM'= 0

e 2K-1)+¢-4)=0

= 2(2x+2y)+(-2x+2y-4)=0

e 2X+2y—-x+y—-2=0

= X+3y-2=0

e X+3y=2

4.a. —4+2x3=2donc (—4; 2) est solution de (E)
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4.b. La question est particulierement stupide !

x + 3y =2 donc sy est un entier relatif quelconque, il suffit de igitax = 2 — 3y, on a bierx 0 .

La vérification est immédiate

donc les solutions de (E) sont de la forme (28 avecy 00

4.c. CAetCM' sontorthogonaux X +3y=2 < x=2—3yavecyd ~

On cherche des points M donc les coordonnées sangmtiers appartenant a [- 5 ; 5]
il fautdonc quey O [-5;5]et2-30[-5; 5]

-5<2-3y<5« —-7<-3y<3 - —lsys:z3

on doit donc avoir simultanément] [-5 ;5] et— kKy< %

doncyd0{—1;0;1;2}etcomma&=2— 3yon trouve les points de coordonnées (5; - 10+ 1;1) (-4 ;2)

N
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EXERCICE 3

1.
Partie 1 Partie 2 Partie 3
Gagnée
Gagnée 795
; Perdue
Gagnée
0 Perdue 9
; Perdue
Gagnée
2 Gagnée 95
0 ; Perdue
Perdue
Gagnée

0, Perdue
; Perdue

Le joueur peut perdre 3 fois, 2 fois, 1 fois owBfdonc X prend les valeurs 0 ;1 ;2 ; 3.
p(X=2)=p(E1 nExn E3)+p(Elﬂ E2 N E3)+p(Elﬂ E,n E3)
=0,8x0,05x0,1 +0,2x 0,9% 0,05 + 0,2¢ 0,1x 0,9

=0,031

p(X=3)=p(Eyn E»,n E3)=0,2x0,1x 0,1 = 0,002

1.c. p(X=0)=0,8x0,95x 0,95 = 0,722
p(X = 1) = 0,8x 0,95x 0,05 + 0,8¢ 0,05x 0,9 + 0,2x 0,9 0,95

p(X = 1) = 0,245
k 0 1 2 3
pX=k 0,722 0,245 0,031 0,002

On peut vérifier que la somme des probabilité€gate a 1.
1.d. E(X)=0,313

2.a. p(Enn En+1) =p(En+1/ Eq) xp(En) =0,1py,
P(E, N En+1)=p(En+1/ E, )xp(E,)=0,05(1-pn)

2.b. pn+1=p(En+1):p(Enm En+l)+p(E_n n En+1)

Pn+1=0,1p,+ 0,05 (1 9,)
Pn+1=0,05+ 0,09,

3.a uUp,=pnp-— % doncup+1=Pn+1— % orpn+1= 0,05+ 0,09, donc en remplacantu, . ;= 0,05 + 0,0%,— %

0,05 1 1
un+1=0,05pn—ﬁ OrUn=pn—1g doncp,=un+ —

19
un+1:0105(un+ij_o’_05
19) 19
Un+1=0,05u,
1 1 28
Uj=p,—— =02-— =2°
LT 19 19

donc (1,) est une suite géométrique de premier tanrln:ei—’gg de raisorg = 0,05

2,8
3.b. u,=q"tu;=0,05""1x ==
=4 ! 19
1 . 2,8 1
doncp,=u,+ — soitp,=0,05""*x == + —
pn n 19 pn 19

n - +oo n - +oo

3.c. —1<0,05<1donclim 0,05"=0donc lim p,= %
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EXERCICE 4

l.a. g est définie continue dérivable sur [0 o4 etg'(X) = €*—x

la fonctiong' est définie continue dérivable sur [0 o etg'(X) = e* -1

La fonction exponentielle est strictement croissautr IRdonc st=> 0, €= 1 doncg"(x) = 0 sur [0 ; +oo [.
doncg' est strictement croissante sur [Oo .

g'(0) = 1 donc pour towt de [0 ; +o [, g'(X) > 0

doncg est strictement croissante sur [0+

g(0) = 1 donc pour toutde [0 ; + [, g(X) = 0.

2 X X

1.b. Pourtoutxde [0 ; + [, g(X) = 0 donc € = X?.Pourtouixde]o;ﬂo[,e—zg or lim X =+oo donc lim & = +oo.
X

X+ D X o+ Y

_x
2.a. Lafonction exponentielle est strictement positur IRdonc pour toutde [0 ; +o [, e 2 >0
x = 0 doncf est positive sur [0 ; ¢ [.

2.b. smm:%, im h=+w:xe 2 =2he™"

X -

lim & =+oo donc lim ix =0 soit im xe™*=0donc lim xe 2 =0donc lim f(x)=0

X - +oo X X_.+ooe X - + oo X - +00 X - +00

X

N x

Ciadmet la droite d'équatign= 0 pour asymptote encs.

2.c. f‘(x)=1e75 lier=2X e
4 8 8
X 0 2 + oo
09 T 0 -
M
0 0
M=1e‘1.
2

3.a. fdéfinie continue sur [0 ; & [ donc F est la primitive nulle en 0 e
donc F'k) =f (X) orf est strictement positive sur ] 0 pet[, nulle en 0 donc F est strictement croissantgGu+ oo [.

-t _t
3.b. Par intégration par parties, en posafi) = e 2 doncu(t) =—2e 2 etv(t) = %t doncv'(t) = % on obtient :

F(x) = 1t>< —2e_é X—J.X—Eet2 dt donch):—Ex e_g - efé x doncF(():—lx e_: -e : +1
4 o 2 2 2

0

0

3.c. d'apres la question B. Xlin+1w xe 2=0 etxlirr)w e?2=0 doncxlirr}w F) =1
X 0 + o0
F'(X) + -
1
F /
0

3.d. La fonction F est définie continue, strictemertigsante sur [0 ; ¢o [ et F([0 ; +o [) =[0; 1 [ de plus 0,510 ; 1 [ donc

I'équation FX) = 0,5 admet une seule solutiarsur [0 ; +oo [.

F(3,35)= 0,49895062 et F(3,36)0,500517744
F est strictement croissante sur [0 fdonc 3,35 <0 < 3,36 soitn = 3,36 & 102 prés par exces.

4, A,=F{) donc A,=0,5= F(n)=0,5
F est strictement croissante sur [0 fet F@) = 0,5 dontm = a
n est un nombre entier at= 3,36 donc le plus petit entiartel que A,= 0,5 esh=4
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