Polynésie juin 2000
Le plan est rapporté & un repére orthonormal d{f@cti, v), unité graphique 4 cm.

o Y
Dans I'ensemble des nombres compleXesdésigne le nombre de module 1, et d’argumzent

On appelld I'application, qui, a tout nombre complezéifférent de — 2, associe Zf%£z) = z _+22+_| .
z+2i
1. Siz=x+1iy, x ety étant deux réels, exprimer la partie réelle @aldie imaginaire de Z en fonction et dey.
2 2 _
On vérifiera queke(2Z) = X T y2 ZX+ 3’2y+ 2 . En déduire la nature de :
X“+(y+2)

a. I'ensemble E des points M d’affixe tels que Z soit un réel ;
b. I'ensemble F des points M d’affixedu plan, tels que Z soit un imaginaire pur éveigogent nul.
C. Représenter ces deux ensembles.
2. On appelle A et B les points d’affixes respectizgs 2 — i etzg=- 2 1.
z-z
En remarquant que Z =——=, retrouver les ensembles E et F par une méthanraééque.
3. Calculer [f (2 — 1 |x |z+ 2 |, et en déduire que les points M' d'affixddZsque le point M d'affixe parcourt le cercle de

centre B et de rayolﬁg , sont tous sur un méme cercle dont on précisamyte et I'affixe du centre.

CORRECTION
1. Siz=x+ iy, x ety étant deux réels, exprimer la partie réelle gdie imaginaire de Z en fonction get dey.
_z2=2+i _ (x=2)+i(y+1)
Z+2i X+i(y+2)

7= [(x=2)+i (y+ D[ x=i(y+2)]
[x+i(y+2)][x-i(y+2)]
7= X(X=2)*+ (y+D)(y+ )+ ix(y+- x=2) ¢ + 2)]

x*+(y+2)°
2= X2+y?-2x+3y+2 . -X+2y+4
x*+(y+2)* x?+(y+2)*
a. En déduire la nature de I'ensemble E des pointaffixe z, tels que Z soit un réel ;
Z est réel= w :an:EX—Zetzi—Zi
X +(y+2) 2

Le point d'affixe — 2 i appartient & la droite dlaétjony = %x -2

donc E est la droite d'équatignr %x — 2 privée du point B d'affixe — 2 i

b. I'ensemble F des points M d'affixelu plan, tels que Z soit un imaginaire pur évefgogent nul.
X?+y®-2x+3y+2

T L

Z est un imaginaire pur éventuellement rul

o x2+y?—2x+3y+2=0ezz—-2i

2
- (x—1)2+(y—g) —1—% +2=0ezz-2i

2
o (x—1)2+ (y—g) :% etzz—2i

SoitQ le point de coordonné{i;:—;j

oo a2 (o 3Y
QM “ = (x 1)+(y 2)

J5

Z est un imaginaire pur éventuellement rulQM ? = % etM#zB = QM = - etM#B
or 02+ 22-2x 0+ 3x 2 + 2 = 0 donc le point B appartient au cerclguidionx® +y?—2x+3y+2=0

J5

donc F est le cercle de cenfade rayonT privé de B.



C. Représenter ces deux ensembles.

2. Retrouver les ensembles E et F par une méthémlmétrique.
k désigne dans cette question un entier relatif
p— ZA ;
i estréeler 2z, e %z,
Z est réel non nu Z-2Zg
Zréel= < ou = <ou
Z est nul z-z,
=0etz # 2z,
z-12,
z-2z, z-z,
arg =0+ Xmouarg——=Ti+ RTT & £z, etZz,
zZ-2, z-2,
ou
=3 Z= ZA

(MB, MA) =0 +2 k Ttou (MB, MA) =i+ 2 k tavec M# A et Mz B
- 4 ou
M=A

t

les points M, A, B sont alignés et#1B
E est la droite (AB) privée du point B

t

z-2
] o " estimaginaire pur e #z, Bt#z,
Z est imaginaire pur non nt Z- 174
Z imaginaire pur éventuellement nal § ou = < 0U
Z est nul z-z,
=0etz # 2z,
z-2z,
-Z TT Z—Z Tt
arg A=—+2kmouarg—2=-—+ R e £z, @& #2z,
-z, 2 z2-2, 2
ou
e | z=2,
—— —— Tl T T
(MB, MA) ZE +2 k tou (MB, MA) :_E+2 k mavec Mz A et Mz B
= 4 ou = le triangle MAB est rectangle en M et#B
M=A

= F est le cercle de diamétre [AB] privé du point B

z-2+i -2-i _ _
3. f@-1= —-1= doncf@-1][z+2i]=-2—Ii
@ —T Y [@-1] ]
|-2-if=2%+1%=5
donc [f (@ — 1| |z+2i|=|-2-i|=/5

lorsque le point M d'affixe parcourt le cercle de centre B et de ra,y&, alorsg+2i|= \/E
donc|Z—1l\/_ =\/€ soit|Zz-1|=1

Soit | le point d'affixe 1, IM'= 1 donc M' décté cercle de centre | de rayon 1.



